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Ask Smart to Get Smart: Mathematische Ausgaben generativer KI-
Sprachmodelle verbessern durch gezieltes Prompt Engineering

Sebastian Schorcht, Lukas Baumanns, Nils Buchholtz, Judith Huget, Franziska Peters

und Maximilian Pohl

Der Beitrag beschiiftigt sich mit den derzeitigen mathe-
matischen Fihigkeiten des generativen KI-Spachmodells
ChatGPT in Bezug auf das Losen mathematischer Pro-
bleme. Um fiir den schulischen Nutzen des Modells die
Zuverlissigkeit und Nachvollziehbarkeit von mathema-
tischen Ausgaben zu optimieren, stellen wir im Beitrag
unterschiedliche Prompt-Techniken vor und untersuchen
ihren Effekt in Modellvalidierungen anhand einer arith-
metischen und einer algebraischen Problemloseaufgabe.

Einleitung

Obwohl generative KI-Sprachmodelle wie ChatGPT
(erreichbar unter der URL chat.openai.com) bereits
unterschiedliche und auch komplexe mathemati-
sche Aufgaben korrekt bearbeiten konnen, treten
auch bei zum Teil einfachen Aufgaben derzeit noch
Schwierigkeiten in Bezug auf eine verldssliche kor-
rekte Losung auf. Die jeweiligen Outputs sollten
stets auf ihre Richtigkeit hin {iberpriift werden
(Buchholtz et al., 2023). Hier hat sich jedoch in
den letzten Monaten einiges getan: Mittlerweile
wurde das ChatGPT zugrunde liegende Sprachmo-
dell von GPT-3.5 auf die neueste Version GPT-4
verbessert, was das Problem allerdings noch nicht
gelost hat (Schonthaler, 2023). Im Gegensatz zu der
Vorgangerversion GPT-3.5 erzielt GPT-4 aber deut-
lich bessere Ergebnisse im mathematischen Bereich
(openai.com/research/gpt-4)'. In diesem Beitrag
wollen wir klaren, wie es aktuell um die mathe-
matischen Fiahigkeiten von ChatGPT steht, um an-
schlieffend mit der neu entwickelten Methode des
Chain-of-thought-Prompting (Liu et al., 2021; Wei
et al., 2023) einen Weg aufzuzeigen, die mathema-
tischen Argumentationsfdhigkeiten durch die ge-
zielte Modellierung von Eingaben (auch Prompt
Engineering genannt) zu verbessern und die Out-
puts von ChatGPT so transparenter zu gestalten.

Mathematische Fahigkeiten der aktuellen Version
von ChatGPT

Am 14. Mérz 2023 verdffentlichte das US-ameri-
kanische Unternehmen Open Al mit GPT-4 (Gene-

rative Pretrained Transformer) die vierte Version sei-
nes generativen KI-Sprachmodells. Bei GPT-4 han-
delt es sich um ein auf kiinstlicher Intelligenz basie-
rendes Large Language Modell, welches iiber die
Schnittstelle ChatGPT Inhalte menschlicher Sprache
(und inzwischen auch Bilder) versteht und diese an-
hand stochastischer Prozesse automatisch vervoll-
standigt (Paaf3, 2022). Das Modell GPT-4 wurde wie
seine Vorganger auf einer Basis riesiger Trainingsda-
ten aufgebaut. Die Analyse dieser Trainingsdaten
verfolgt das Ziel der Muster- und Beziehungser-
kennung, um auf menschliche Eingaben passende
(menschliche) Antworten zu generieren. Die Grofe
der Trainingsdaten des 2020 verdffentlichten Vor-
gangermodells GPT-3 belduft sich auf 175 Milliar-
den Parameter (Floridi & Chiriatti, 2020), zum ak-
tuellen Modell ist jedoch in dieser Hinsicht nichts
bekannt.

Zur Ermittlung und zum Vergleich ihrer Fahig-
keiten werden generative KI-Sprachmodelle nach
Eingabe der Trainingsdaten u.a. verschiedenen,
fiir Menschen entwickelten Tests unterzogen. So
wurde GPT-4 von der Firma Open Al (2023) un-
ter anderem mit dem SAT Evidence-Based Rea-
ding & Writing und dem SAT Math Test getestet.
Bei beiden Tests handelt es sich um vor allem im
US-amerikanischen Raum genutzte Priifungen, um
die Studierfahigkeit von Personen einzuschétzen.
Im sprachlichen Test erlangte das generative KI-
Sprachmodell eine Punktzahl von 710 von 800 mé&g-
lichen Punkten; im Mathematiktest eine Punktzahl
von 700 von 800 Punkten. Im Gegensatz zu den
Ergebnissen von GPT-3.5 (SAT Reading & Writing:
670 von 800; SAT Math: 590 von 8o0) konnte GPT-4
hier besonders im Bereich der Mathematik seine
ohnehin schon beachtliche Punktzahl noch einmal
verbessern (Open Al, 2023).

Derzeit werden die Moglichkeiten und Heraus-
forderungen von generativen KI-Sprachmodellen
intensiv und kontrovers im schulischen Bildungs-
kontext und in der Hochschullehre diskutiert (Buch-
holtz et al., 2023; Cherian et al., 2022; Dauscher,
2019; Floridi & Chiriatti, 2020; Lample & Charton,
2019; Lutz-Westphal, 2023; Oldenburg, 2023; Stre-

GPT-4 ist aktuell in der Bezahlversion ChatGPT Plus zugénglich oder kostenlos in der neuesten Version der Suchmaschine Microsoft

Bing.
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Sipak:

2 Eier brauchen 8 Minuten, bis sie hart gekocht sind.
Wie lange brauchen 4 Eier?

Output

Die Kochzeit fiir Eier hangt nicht von der Anzahl der
Eier ab, die Sie kochen méchten. Wenn 2 Eier 8
Minuten benétigen, um hart gekocht zu sein, bendtigen
auch 4 Eier die gleiche Zeit von 8 Minuten, solange sie
in einem ausreichend groen Topf und mit genug
Wasser gekocht werden, um sie gleichmaRig zu
erhitzen. Achten Sie darauf, dass das Wasser die Eier
vollstédndig bedeckt und der Topf grof® genug ist, um
alle Eier aufzunehmen, ohne dass sie Ubereinander

| liegen.

MAGAZIN

Input

| Max ist 78 cm gro. Wenn er auf eine 20 cm hohe

Kiste steigt, ist er genauso grol} wie Klaus. Paul ist 15
cm kleiner als Klaus. Wie groR ist Paul?

) Qutput

Wenn Max auf eine 20 cm hohe Kiste steigt und dann
genauso grof} wie Klaus ist, muss Klaus vorher 78 cm
minus 20 cm, also 58 cm grof} gewesen sein.

Paul ist 15 cm kleiner als Klaus, also 58 cm minus 15
cm, also 43 cm grof}.

Also ist Paul 43 cm grof3.

Abbildung 1. Prompts (Input) zur Eier-Aufgabe (links) sowie KérpergroBenaufgabe (rechts) und die generierte Antwort (Output) von

GPT-4

cker, 2020; Wefiels, 2023a). In den gefiihrten De-
batten zu den Potenzialen und den Gefahren der
Technologie spielt unter anderem das sogenann-
te KI-Black-Box-Problem eine Rolle, das sich dar-
auf bezieht, dass nach einer Eingabe eines sprach-
lichen Prompts nicht ersichtlich ist, wie die KI
den Input mit Mitteln des maschinellen Lernens
verarbeitet und letztlich einen Output generiert
(Herm et al., 2021). Dies kann beispielsweise zur
Reproduktion unbewusster Vorurteile und anderer
(menschlicher) Denkfehler, sog. Bias fiihren, die das
KI-Sprachmodell aus seinen Trainingsdaten tiber-
nimmt. Als Beispiel rufen wir die Eier-Aufgabe in
Erinnerung, bei der GPT-3.5 in unserem Test noch
eine durch die Fehlannahme von Proportionalitat
gepragte Ausgabe ausgab (vgl. Buchholtz et al.,
2023). GPT-4 generiert nun im Versuch deutlich bes-
sere Ergebnisse und 16st die Aufgabe entsprechend
(Abb. 1 links). Letztlich lasst sich durch das KI-
Black-Box-Problem aber auch die Verwunderung
iiber falsche Losungen (oft) einfacher mathema-
tischer Aufgaben ausdriicken. Manche Eingaben
kann GPT-4 noch immer nicht einwandfrei und
korrekt bearbeiten. Als Beispiel dient eine Aufgabe
aus Ott (2018), in der die Korpergrofie von Paul
bestimmt werden soll (Abb. 1 rechts).

Vorbehalte gegen den Nutzen der Technologie
bestehen fiir das Fach Mathematik trotz der Ver-
besserung der Modelle also nach wie vor durch
die fehlende mathematische Exaktheit der durch
die Modelle ausgegebenen Outputs und die feh-
lende Uberpriifbarkeit der Losungswege der aus-
gegebenen Antworten — was speziell bei schwieri-
gen mathematischen Problemen relevant wird. Mo-
mentan ist es folglich auch mit GPT-4 nur in be-
stimmten Fallen moglich, die mathematische Ant-
wort auf eine Aufgabe verldsslich zu bestimmen.
Umso wichtiger erscheint daher ein produktiver

und kritischer Umgang mit KI-Sprachmodellen im
Mathematikunterricht. Diese kénnen zum jetzigen
Zeitpunkt z.B. durchaus als Ideengeber verwen-
det werden (etwa im Rahmen des Problem-Posing),
was allerdings nicht der notwendigen mathemati-
schen Basiskompetenzen seitens der Schiilerinnen
und Schiiler entbehrt, um die mathematischen Ant-
worten anschlielend auf ihre Korrektheit hin zu
uberpriifen. Weflels (2023b) schldgt vor, dass KI-
Sprachmodelle daher als Wegbereiter zu einem End-
produkt verwendet werden konnen. Dementspre-
chend sind KI-Sprachmodelle durchaus als Hilfs-
mittel im Losungsprozess, etwa beim Bearbeiten
von Problemldseaufgaben, nutzbar. Mit den Worten
von Wefels (2023b, S. 5): Die ,Maschine recher-
chiert und bereitet vor, [der] Mensch steuert den
Prozess und ,finalisiert’ den Text.” Dazu erscheint
es uns insbesondere hilfreich, dem KI-Sprachmodell
eine genauere Darlegung seiner mathematischen
Losungswege zu entlocken und so dem KI-Black-
Box-Problem entgegenzuwirken.

Produktiver Nutzen der Technologie durch
Techniken des Prompt Engineering

Um die mathematischen Argumentationen von
ChatGPT zu verbessern, stellen wir in diesem Bei-
trag Techniken vor, die dem Ansatz des Prompt En-
gineering des Natural Language Processing (NLP)
entstammen. Dabei wird das Zero-shot-Learning
(Brown et al., 2020; Kojima et al., 2022) und Few-shot-
Learning in Kombination mit dem Chain-of-thought-
Prompting (Liu et al., 2021; Wei et al., 2023) und
einer Abwandlung des Ask-me-Anything-Prompting
(Arora et al., 2023) genutzt.

In vielen Fillen konnen Prompt-Techniken
ohne spezielles Training des generativen KI-
Sprachmodells fiir Inputs verwendet werden und
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Zero-shot-Szenario

Frage: Ein Jongleur kann mit 16 Béllen jonglieren. Die
Halfte der Balle sind Golfballe, und die Halfte der
Golfballe sind blau. Wie viele blaue Golfballe sind es?

GDM-MITTEILUNGEN 115 - 2023

Few-shot-Szenario

; Frage: Roger hat 5 Tennisballe. Er kauft 2 weitere
Dosen Tennisbélle. Jede Dose enthélt 3 Tennisballe.
Wie viele Tennisballe hat er jetzt?

Antwort: 11.
Frage: Ein Jongleur kann mit 16 Ballen jonglieren. Die

Halfte der Balle sind Golfbélle, und die Halfte der
_ Golfballe sind blau. Wie viele blaue Golfbélle sind es?

Abbildung 2. Beide Moglichkeiten eines Prompts im Zero-shot-Szenario (links) und Few-shot-Szenario (rechts) nach Liu et al. (2021)

liefern fiir einfache mathematische Fragen durch-
aus passable Outputs — wir nehmen an, dies ent-
spricht dem Regelfall einer Eingabe etwa von
Schiilerinnen und Schiilern. Diese Inputs werden
als Zero-shot-Szenario bezeichnet, da die Prompt-
Formulierung keine zusétzlichen Trainingsdaten
fiir die betreffende Aufgabe enthilt (Abb. 2). Das
generative KI-Sprachmodell gibt dann anhand sei-
ner urspriinglichen allgemeinen Trainingsdaten ei-
ne entsprechend wahrscheinliche Antwort. Es gibt
allerdings auch Techniken, passgenaue Trainings-
daten in Prompts zu verwenden, um das Modell
bereits mit dem Input zu trainieren und den Out-
put zu optimieren. Diese Trainingsdaten kénnen
dabei durchaus schon aus einer sehr kleinen An-
zahl von Beispielen zur Modellbildung bestehen,
was als Few-shot-Szenario bezeichnet wird (Abb. 2).

Das generative KI-Sprachmodell nutzt in diesem
Fall wie bei einem Worked-out-Example (Renkl,
2002) die eingegebenen Trainingsdaten im Prompt,
um eine entsprechende Antwort mit grofSerer Ge-
nauigkeit auszugeben (sog. Few-shot-Learning). Ein
n-shot-Prompt enthilt in der Regel n Beispiele von
Input-Output-Paaren, die als ,Shots” bezeichnet
werden. Trainingsbasierte Prompt-Techniken sind
also insbesondere niitzlich, wenn es nicht genug
Trainingsdaten gibt, um einen gewtiinschten Output
auf einen Input mit einer verldsslichen Genauigkeit
zu generieren. Daher ist die Verwendung von Few-
shot-Learning besonders effektiv, um das Modell in
die richtige Richtung zu lenken, und erste Studien
zeigen tatsdchlich eine hohere Genauigkeit bei der
Beantwortung mathematischer Fragen (Drori et al.,
2022; Liu et al., 2021). Grofle KI-Sprachmodelle wie
GPT-4 bieten die Moglichkeit des kontextbezoge-
nen Few-Shot-Learning innerhalb der Anwendung
wie ChatGPT meist schon an. Anstatt fiir jede neue
Eingabe das generative KI-Sprachmodell neu abzu-
stimmen, kann das Modell einfach mit Shots ,an-
gewiesen” werden (Brown et al., 2020). Der erste
Shot des generativen KI-Sprachmodells beeinflusst
somit die weiteren Ausgaben. Dies hat zum Vorteil,
dass Anweisungen nicht jedes Mal neu formuliert

werden miissen, sondern diese vom generativen KI-
Sprachmodell bei weiteren Ausgaben berticksich-
tigt werden. Beispielsweise kann eine erste Eingabe
lauten: ,, Addiere mir die folgenden Zahlen: 20, 45,
234”. Das generative KI-Sprachmodell fiihrt dies
aus und gibt z. B. ,,Die Summe der Zahlen 20, 45
und 234 betrdgt 299.” aus. Im Folgenden kénnen
beliebige Zahlen eingegeben werden (,,36, 5078, 345,
21”), der Output ist, beeinflusst durch den ersten
Shot, immer eine Summe dieser Zahlen (Output
z.B. ,,Die Summe der Zahlen 36, 5078, 345 und 21
betrédgt 5480.”).

Zusidtzlich zu dieser Moglichkeit des Trai-
nings konnen grofie KI-Sprachmodelle alternativ
auch tiber den Input von sogenannten Follow-Up-
Prompts zum Bilden einer Gedankenkette und da-
mit zur strukturierten Wiedergabe eines Outputs
gefithrt werden (eine Sammlung findet sich et-
wa unter chatgpttrainer.co.uk/chatgpt-follow-up-
prompts/). Diese Form des Prompt Engineering
wird Chain-of-Thought-Prompting (CoT) genannt und
bezeichnet eine Serie von Zwischenschritten einer
sprachlich formulierten Schlussweise, die zu einer
endgiiltigen Ausgabe fiihrt (Wei et al., 2023). Kojima
et al. (2022) fithren etwa das Beispiel an, Zero-shot-
Prompts mit ,,Denken wir Schritt fiir Schritt” zu
ergianzen, Ramlochan (2023) behauptet, noch bes-
sere Losungen ergédben sich mit dem Zusatz ,Lass
uns Schritt fiir Schritt vorgehen, um sicherzugehen,
dass wir die richtige Antwort haben”. Indem das
generative KI-Sprachmodell die einfache Ausgabe
des Ergebnisses in diesem Fall durch eine ausfiihrli-
che Ausgabe eines Losungsweges ersetzt, fiihrt die
Technik des Chain-of-Thought Promptings gerade
bei mathematischen Fragen zu deutlich besseren
und vor allem hiufiger korrekten Losungen (Wei et
al., 2023).

Mit der Technik des Ask-me-Anything-Prompting
schlagen Arora et al. (2023) vor, das generative
KI-Sprachmodell zum Stellen von Fragen anzure-
gen. Dabei wird ein Kontext vorgegeben, eine Be-
hauptung aufgestellt und die Behauptung vom KI-
Sprachmodell als richtig oder falsch klassifiziert. In-
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dem Arora et al. (2023) in einem Few-shot-Szenario
abwechselnd eine Behauptung und eine Frage ein-
gaben, wurde das System zum Stellen von Fragen
trainiert. Die Ausgabe ist danach nicht mehr eine
einfache Antwort, sondern eine Fragestellung be-
ztiglich der Behauptung. Fiir das Losen mathemati-
scher Probleme sehen wir hierin eine gute Moglich-
keit, mit GPT-4 in einen aktiven Losungsprozess
zu kommen. Anders als es Arora et al. (2023) in
ihrem Few-shot-Prompting vorschlagen, ergdnzen
wir die Prompts mit der einfachen Aufforderung
Fragen zu stellen: ,Stelle notwendige Fragen, die du
zur Beantwortung der Frage benotigst.” Dies veran-
dert die Nutzeranwendung dahingehend, dass nun
nicht mehr die Benutzerin oder der Benutzer Fra-
gen stellt, sondern das Modell seinerseits Fragen
an die Benutzerin bzw. den Benutzer formuliert.
Es entsteht eine Abfrageschleife, die wir im Fol-
genden als Query-Loop-Prompting bezeichnen moch-
ten. Ein Query-Loop bezieht sich auf eine Schleife
oder einen wiederholenden Prozess, bei dem ei-
ne Suchabfrage oder Anfrage wiederholt durchge-
fiihrt wird, bis bestimmte Bedingungen erfillt sind
oder ein gewiinschtes Ergebnis erzielt wurde. Dies
fiithrt das KI-Sprachmodell durch unseren Zusatz
im Prompt solange durch, bis sich Input und Out-
put soweit anndhern, dass der gewtinschte Output
generiert wird.

Methodisches Vorgehen

Um die Leistungsfihigkeit des neuen KI-
Sprachmodells GPT-4 im Hinblick auf mathema-
tische Fahigkeiten zu untersuchen, haben wir im
Rahmen von Modellvalidierungen verschiedene
Varianten eines Prompts getestet und die entspre-
chenden Outputs bewertet. Dabei wurden vier
Modellvarianten der trainingsbasierten Prompt-
Techniken verwendet, die unterschiedliche Anreize
zur Generierung eines Outputs setzen. Vor jedem
neuen Input wurde ChatGPT mit einem neuen Chat
gestartet, um dem integrierten Few-shot-Learning
von GPT-4 vorerst entgegenzuwirken und das Sys-
tem mit jedem Test neu zu kalibrieren. Dadurch soll
der Vergleich der Varianten innerhalb einer kali-
brierten Umgebung gewéhrleistet werden. Getestet
wurden die folgenden vier Varianten von Prompts
zu zwei Problemldseaufgaben:

1. In Variante A wurden die Aufgaben in einem
Zero-shot-Szenario mit den Worten , Lass uns
Schritt fiir Schritt vorgehen” ergidnzt, um eine
zusétzliche Chain-of-Thought durch das genera-
tive KI-Sprachmodell zu provozieren.

2. Variante B erweitert die Anweisung unter Va-
riante A mit den Worten ,,... um sicherzustel-
len, dass wir die richtige Antwort haben.” Dies

MAGAZIN

soll dazu fiithren, dass GPT-4 in der selbst ge-
nerierten Chain-of-Thought die Korrektheit der
Schlussfolgerungen einbezieht.

3. Mit Variante C kann GPT-4 Fragen zur Auf-
gabenstellung stellen, um auf diese Weise die
Schwierigkeiten zu erkennen, die das generati-
ve KI-Sprachmodell im Zusammenhang mit der
zugewiesenen Aufgabe sieht. Hierzu wurde das
Zero-shot-Szenario mit Chain-of-thought und ei-
nem zusitzlichen Query-Loop um die Eingabe
,Stelle notwendige Fragen, die du zur Beantwor-
tung der Frage benotigst.” erganzt.

4. In der letzten Variante D wurde GPT-4 neben
der eigentlichen Aufgabe eine analoge Aufgabe
gestellt und diese von uns beantwortet. Dieses
Few-shot-Szenario setzt sich aus einer Aufgabe
(Frage 1), einem Losungsbeispiel (Antwort 1) in
Form eines Chain-of-Thoughts und einer neuen
Aufgabe (Frage 2) zusammen.

Fiir die Modellvalidierungen wurden ein arithme-
tisches und ein algebraisches Problem verwendet.
Die Losung des arithmetischen Problems setzt Ba-
siskompetenzen in den Grundrechenarten und im
Umgang mit dem Grofienbereich Langen voraus,
wéhrend das algebraische Problem, neben den Ba-
siskompetenzen in den Grundrechenarten, auch
die Mustererkennung und die Beschreibung einer
mathematischen Struktur verlangt. Fiir das arithme-
tische Problem wurde die Aufgabe ,Max ist 78 cm
grofl. Wenn er auf eine 20cm hohe Kiste steigt,
ist er genauso grofs wie Klaus. Paul ist 15 cm klei-
ner als Klaus. Wie grofs ist Paul?” aus Ott (2018)
verwendet. Als algebraische Problemldseaufgabe
wurde die Aufgabe ,Welche Differenzen besitzen
benachbarte Palindromzahlen?” aus Schorcht (2022)
genutzt.

Die arithmetische Problemloseaufgabe beinhal-
tet ein einfaches Gleichungssystem mit zwei Glei-
chungen und zwei Variablen, welches sich tiber das
Gleichsetzungsverfahren losen lédsst.

78 cm + 20 cm = Grofle von Klaus

Grofse von Paul + 15 cm = GrofSe von Klaus
Grofse von Paul + 15ecm = 78 em + 20ecm
Grofde von Paul = 83 cm

Die algebraische Problemloseaufgabe ldsst sich nur
16sen, wenn die mathematische Struktur der Stel-
lenwerte im Zehnersystem in den Blick genommen
wird. Als benachbarte Palindromzahlen sind solche
Palindromzahlen zu verstehen, die in der Zahlen-
reihe direkt aufeinanderfolgen. Dies sind beispiels-
weise 1 und 2, 11 und 22, 101 und 111, 1551 und
1661, 23432 und 23532, aber auch 99 und 101 oder
1991 und 2002. Mogliche Differenzen dieser Bei-
spiele sind 1, 11, 10, 110, 100 und 2. Dies wéren
einfache Antwortmoglichkeiten, die sich mit arith-
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Input Input

Max ist 78 cm groft. Wenn er auf eine 20 cm hohe Kiste
steigt, ist er genauso groft wie Klaus. Paul ist 15 cm
kleiner als Klaus. Wie grof3 ist Paul?

Welche Differenzen besitzen benachbarte Palindromzahlen?

Output Output
Palindromzahlen sind Zahlen, die vorwéarts und riickwarts gelesen das
gleiche Ergebnis liefern. Um die Differenzen zwischen benachbarten
Palindromzahlen zu bestimmen, kénnen wir uns einige Beispiele
ansehen:

Wenn Max auf eine 20 cm hohe Kiste steigt und dann
genauso grof wie Klaus ist, muss Klaus vorher 78 cm
minus 20 cm, also 58 cm groft gewesen sein.

Paul ist 15 cm kleiner als Klaus, also 58 cm minus 15

cm, also 43 cm groB. Zwischen den Palindromzahlen 11 und 22 liegt eine Differenz von 11.

Zwischen den Palindromzahlen 22 und 33 liegt eine Differenz von 11.
: Zwischen den Palindromzahlen 99 und 101 liegt eine Differenz von 2.
Abalstfa s anigd, Zwischen den Palindromzahlen 101 und 111 liegt eine Differenz von 10.
Man kann feststellen, dass die Differenzen zwischen
aufeinanderfolgenden Palindromzahlen variieren. Es gibt keine feste
Regel oder Muster fir diese Differenzen, da sie von der Anzahl der
Stellen der Palindromzahlen abhéngen. Es ist jedoch moglich, dass die
Differenzen sowohl gerade als auch ungerade Werte annehmen
kénnen.

Es ist auch interessant zu beachten, dass es unendlich viele

Palindromzahlen gibt. Daher sind die méglichen Differenzen zwischen
benachbarten Palindromzahlen ebenfalls unendlich.

Abbildung 3. Zero-shot-Prompt einer arithmetischen Problemloseaufgabe (links) sowie einer algebraischen Problemldseaufgabe

(rechts) und die generierten Antworten aus GPT-4

metischen Basiskompetenzen erschliefsen lassen —
allerdings ohne die Beispiele zu verallgemeinern.
Betrachten wir die Muster in der Verdnderung der
Stellenwerte in Potenzschreibweise, kann die mathe-
matische Struktur auch algebraisch erschlossen wer-
den. Benachbarte zweistellige Palindromzahlen der
Forma-10' +4-10° und (a+1)-10' + (a+1) - 10°
(mit a # 9) besitzen die Differenz 11, da sich so-
wohl die Einer- als auch die Zehnerstelle um je 1
erhoht. Bei einer dreistelligen Palindromzahl der
Form a-10> +b-10' +a-10° (mit b # 9) ist der
direkte Nachbar a - 102 4 (b +1) - 10! + 4 - 10° und
die Differenz betrégt 10, da sich der mittlere Stel-
lenwert um 1 erhoht. Bei vierstelligen benachbarten
Palindromzahlen der Form

a-10°4+0-10>+b-10" +4a-10° (mit b #9)
und
a-10° 4+ (b+1)-10* + (b +1) - 10! +a-10°
(mit b #9)

betrdgt die Differenz 110, da sich die beiden mittle-
ren Stellenwerte um 1 erhohen. Fiir die oben ausge-
nommenen Fille, in denen die sich verdandernden
Stellenwerte g sind, ergibt sich jeweils eine Nachbar-
zahl mit Differenz 11 oder 2. Tatsdchlich variieren
die Differenzen bei Palindromzahlen genau dann,
wenn sich neben den mittleren Stellenwerten auch
die dufleren Stellenwerte verandern. Insgesamt er-
geben sich dadurch immer Differenzen von 2 sowie
Zehnerpotenzen faktorisiert mit 1 und 11.

Beide Probleme konnen von GPT-4 im Zero-
shot-Szenario nicht vollstindig gelost werden
und sind fehlerhaft (Abb. 3). Das generative KI-
Sprachmodell erfasst in Teilen die arithmetische
Vorgehensweise, kann diese aber im ersten Aufga-
benbeispiel nicht korrekt umsetzen und in der zwei-
ten Aufgabe nicht in eine mathematische Struktur
tiberfiithren. Im Folgenden sollen die trainingsba-
sierten Prompt-Techniken verwendet werden, in-
dem der Zero-shot ergénzt wird, um ein besseres
Ergebnis in der Ausgabe von GPT-4 zu generieren.

Variante A: Zero-shot-Szenario und Anregung
zum Chain-of-Thought

Unter Variante A (Abb. 4) liefert GPT-4 eine deut-
lich differenziertere Darstellung des Losungspro-
zesses und gliedert den Output mit Teiltiberschrif-
ten: ,Schritt 1, ,Schritt 2” und ,Schritt 3“. Die-
se Teilschritte ermoglichen es dem generativen KI-
Sprachmodell, eine korrekte Losung auszugeben.
Dies impliziert, dass der einfache Zusatz ,Lass uns
Schritt fiir Schritt vorgehen” vermutlich schon fiir
eine deutlich bessere Leistung im Bereich einfa-
cher Problemloseaufgaben fiihrt, die die Kalkula-
tion einfacher Rechenschritte erfordern. Durch die
vorgenommene Verdnderung am Prompt wird das
System dazu gezwungen, die einzelnen Schritte
auszufiihren und generiert dartiber vermutlich eine
hohere Wahrscheinlichkeit fiir korrekte Outputs.
Der Output der algebraischen Problemloseauf-
gabe unter Variante A (Abb. 4) liefert ebenfalls ei-
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Input
Max ist 78 cm grof. Wenn er auf eine 20 cm hohe Kiste steigt, ist er

genauso grofl wie Klaus. Paul ist 15 cm kleiner als Klaus. Wie grofi
ist Paul? Lass uns Schritt fiir Schritt vorgehen.

Output.

Schritt 1: Berechne Max' Grolie, wenn er auf der Kiste steht.

Max ist 78 cm groft und steigt auf eine 20 cm hohe Kiste. Um seine
neue Grofle zu berechnen, addieren wir seine Gréfte und die Héhe
der Kiste zusammen:

78 cm (Max' Grilke) + 20 cm (Kistenhohe) = 98 cm

Max ist also 98 cm grofi, wenn er auf der Kiste steht.

Schritt 2: Bestimme Klaus' Grifie.

Da Max auf der Kiste genauso groR ist wie Klaus, wissen wir, dass
Klaus ebenfalls 98 cm grof ist.

Schritt 3: Berechne Pauls Grolte.

Paul ist 15 cm kleiner als Klaus. Um Pauls GréRe zu berechnen,
subtrahieren wir 15 cm von Klaus' Grofe:

98 cm (Klaus' Grofe) - 15 cm = 83 cm

Paul ist 83 cm groB.

Input

Welche Differenzen besitzen benachbarte Palindromzahlen? Lass uns Schritt fiir Schritt vorgehen.

Output

. Um die Differenz zwischen benachbarten Palindromzahlen zu verstehen, betrachten wir zunachst, was
eine Palindromzahl ist. Eine Palindromzahl ist eine Zahl, die vorwérts und riickwarts gelesen gleich ist.
Beispiele fiir Palindromzahlen sind 121, 222, 353, 1001 usw.

Um die Differenzen zwischen benachbarten Palindromzahlen zu ermitteln, gehen wir Schritt fiir Schritt vor:

1. 1. Zunéchst listen wir einige Palindromzahlen in aufsteigender Reihenfolge auf: 11, 22, 33, 44, ..., 99,
101, 111, ..., 181, 191, 202, ..., 313, 323, ..., 999, 1001, 1111, ...

2. 2. Nun berechnen wir die Differenzen zwischen aufeinanderfolgenden Palindromzahlen:
(22-11)=11
(33-22)=11
(44-33)=11

(99 - 88) = 11
(101-99)=2
(111 - 101) = 10

(191-181) =10
(202 - 191) = 11

(313 - 303) =10
(323-313) =10

(999 - 989) = 10
(1001 - 999) = 2
(1111 - 1001) = 110

Es ist ersichtlich, dass die Differenzen zwischen benachbarten Palindromzahlen variieren und keine feste
Regel existiert, die fir alle Palindromzahlen gilt. In den meisten Fallen liegt die Differenz jedoch bei 10 oder
11, vor allem fiir Palindromzahlen mit zwei oder drei Stellen. Bei grofteren Palindromzahlen kénnen die
Differenzen jedoch deutlich variieren.

MAGAZIN

Abbildung 4. Input der arithmetischen Problemloseaufgabe (oben) und der algebraischen Problemldseaufgabe (unten) unter der

CoT-Variante A, sowie die generierten Antworten aus GPT-4

ne differenzierte Darstellung des Losungsprozes-
ses. Dazu gliedert GPT-4, anders als im Zero-shot-
Szenario, die eigene Losung in zwei Teile: Zunachst
listet das generative KI-Sprachmodell einige Palin-
dromzahlen bis 1111, um im zweiten Schritt die

Differenzen zwischen diesen Palindromzahlen zu
bestimmen. Dadurch schafft es GPT-4, die neue Dif-
ferenz 110 zu bestimmen, die in der urspriinglichen
Losung noch fehlte. Da die gewahlten Beispiele sich
allerdings nur im Zahlenraum 11 bis 1111 bewegen,
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ist eine algebraische Mustererkennung erschwert
und die Beschreibung der mathematischen Struk-
tur entfdllt dementsprechend. Der Versuch einer
Beschreibung scheitert auf Grundlage dieser Auf-
listung. Der Blick auf die algebraische Struktur der
Stellenwerte benachbarter Palindromzahlen wird
von GPT-4 nicht in den Losungsprozess integriert.

Version B: Zero-shot-Szenario, Anregung zum
erweiterten Chain-of-Thought

Unter Variante B und dem Zusatz ,,... um sicherzu-
stellen, dass wir die richtige Antwort haben.” liefert
GPT-4 bei der arithmetischen Problemltseaufgabe
die gleiche Antwort, wie unter Variante A. Ledig-
lich der Satz , Okay, lass uns das Problem Schritt fiir
Schritt 16sen.” ist eine neue Ergdnzung durch das
KI-Sprachmodell. Die Losung ist, wie wir erwartet
hatten, korrekt (Abb. 5 links).

Die algebraische Problemloseaufgabe erhalt un-
ter der leichten Verdnderung der Variante eine neue
Struktur (Abb. 5 rechts). GPT-4 generiert nun eine
vierstufige Losung, die sich, anders als unter Vari-
ante A, an den Zahlenrdumen orientiert. Im ersten
Schritt werden einstellige Palindromzahlen identi-

Input

| Max ist 78 cm grofk. Wenn er auf eine 20 cm hohe Kiste steigt, ist er
genauso grofl wie Klaus. Paul ist 15 cm kleiner als Klaus. Wie grof8
ist Paul? Lass uns Schritt fiir Schritt vorgehen, um sicherzustellen,

| dass wir die richtige Antwort haben.

_Output
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fiziert und die Differenz benachbarter Palindrom-
zahlen mit 1 angegeben. Im zweiten Schritt tritt
nun der zweistellige Zahlenraum in den Blick. Hier
generiert GPT-4 eine vollstindige Liste aller Palin-
dromzahlen, welche unter Variante A noch fehlten.
Korrekt bestimmt das generative KI-Sprachmodell
die Differenz 11. Im dritten Schritt werden drei-
stellige Palindromzahlen betrachtet. Eine Auflis-
tung aller Moglichkeiten erfolgt nicht. Die unter-
schiedlichen Differenzen 10 und 11, die GPT-4 un-
ter Variante A noch konkret identifizieren konnte,
werden hier nicht genannt. Das KI-Sprachmodell
benennt allerdings das Phanomen, indem das Mo-
dell von einer Variation der Differenzen spricht,
die mit den generierten Beispielen aber nicht un-
termauert werden kann. Diese Verdnderungen in
den Differenzen {iibertragt das System im vierten
Schritt auf vierstellige und hohere Palindromzahlen.
In einer Zusammenfassung bestétigt das generati-
ve KI-Sprachmodell dann die Veranderungen der
Differenzen {iber alle Palindromzahlen hinweg. Dif-
ferenzen, die hierbei als Losung dienen, sind 1, 10
und 11. Die Losungsmenge ist damit geringer als
unter Variante A, allerdings gelingt es GPT-4, unter
Variante B eine Fallunterscheidung vorzunehmen.

Input

Welche Differenzen besitzen benachbarte Palindromzahlen? Lass
uns Schritt fur Schritt vorgehen, um sicherzustellen, dass wir die
richtige Antwort haben.

Qutput

Okay, lass uns das Problem Schritt fiir Schritt 16sen.

Schritt 1: Max ist 78 cm grof und steigt auf eine 20 cm hohe Kiste.
Um herauszufinden, wie grot Max dann ist, addieren wir seine
Grole mit der Hohe der Kiste.

78 cm (Max' GroRe) + 20 cm (Kistenhdhe) = 98 cm

Schritt 2: Wenn Max auf der Kiste steht, ist er genauso grofl wie
Klaus. Das bedeutet, dass Klaus ebenfalls 98 cm grof} ist.

Schritt 3: Paul ist 15 cm kleiner als Klaus. Um Pauls Grolle
herauszufinden, subtrahieren wir 15 cm von Klaus' Grolke.

98 cm (Klaus' Grolke) - 15 cm = 83 cm

Paul ist 83 cm groB.

Palindromzahlen sind Zahlen, die vorwarts und riickwarts gelesen
gleich sind. Zum Beispiel sind 121 und 131 Palindromzahlen. Um
die Differenzen zwischen benachbarten Palindromzahlen zu finden,
betrachten wir zunachst die kleinsten Palindromzahlen und ihre
Differenzen:

1. Einstellige Palindromzahlen: In diesem Fall sind alle einstelligen
Zahlen Palindrome (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9). Die Differenzen
zwischen diesen benachbarten Palindromzahlen sind immer 1.

2. Zweistellige Palindromzahlen: Die zweistelligen Palindrome
sind 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88 und 99. Auch hier betragen
die Differenzen zwischen den benachbarten Palindromzahlen
A 0

3. Dreistellige Palindromzahlen: Hier wird es etwas komplizierter.
Die kleinsten dreistelligen Palindrome sind 101, 111, 121, 131,
..., 191 und 202. Die Differenzen zwischen diesen benachbarten
Palindromzahlen sind nicht konstant, sondern variieren. Zum
Beispiel betragt die Differenz zwischen 101 und 111 zehn,
wahrend die Differenz zwischen 111 und 121 ebenfalls zehn
betrégt.

4. Hohere Palindromzahlen: Bei vierstelligen und héheren
Palindromzahlen variiert die Differenz zwischen benachbarten
Palindromzahlen weiter.

Zusammenfassend |ésst sich sagen, dass die Differenzen zwischen
benachbarten Palindromzahlen variieren und nicht konstant sind,

insbesondere bei héheren Palindromzahlen.

Abbildung 5. Input der arithmetischen Problemltseaufgabe (links) und der algebraischen Problemléseaufgabe (rechts) unter CoT-

Variante B, sowie die generierten Antworten aus GPT-4
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Der Blick auf die algebraische Struktur der Stellen-
werte bleibt aber auch hier fiir GPT-4 verborgen.

Version C: Zero-shot-Szenario, Anregung zum
erweiterten Chain-of-Thought und Query-Loop

Variante C ermoglicht GPT-4 Riickfragen beziiglich
des Aufgabenverstdndnisses und setzt hier beim
ersten Schritt im Problemldseprozess an. Interessan-
terweise wird eine dhnliche Losung fiir das arithme-
tische Problem generiert und keine Frage gestellt
(Abb. 6 links). Dies zeigt nochmals, dass Variante
A bereits zur Unterstiitzung des Modells im Losen
von arithmetischen Problemldseaufgaben auszurei-
chen scheint.

Unter Variante C stellt GPT-4 allerdings bei
der algebraischen Problemldseaufgabe eine ent-
scheidende Frage, die das Problem des generati-
ven KI-Sprachmodells in der Verarbeitung algebrai-
scher Strukturen offenlegt (Abb. 6 rechts): Nach-
dem GPT-4 einige Beispiele fiir Palindromzahlen
generiert, stellt das System eine Anfrage beziiglich
eines festzulegenden Intervalls bzw. einer diskreten
Losungsmenge, in dem die Differenzen bestimmt
werden sollen: ,Mochten Sie, dass ich die Diffe-
renzen zwischen benachbarten Palindromzahlen
in einem bestimmten Zahlenbereich berechne oder
fiir eine bestimmte Anzahl von Palindromzahlen?”
Wir entschieden uns, mit einem zweiten Input die

Input

Max ist 78 cm groB. Wenn er auf eine 20 cm hohe Kiste steigt, ister |
genauso groft wie Klaus. Paul ist 15 cm kleiner als Klaus. Wie grof
ist Paul? Lass uns Schritt flr Schritt vorgehen, um sicherzustellen,
dass wir die richtige Antwort haben. Stelle notwendige Fragen, die

. du zur Beantwortung der Frage bendtigst.

Qutput

Schritt 1: Berechnen, wie grol Klaus ist.

Max ist 78 cm groft und wird genauso groft wie Klaus, wenn er auf
eine 20 cm hohe Kiste steigt. Um Klaus' GroRe herauszufinden,
addieren wir Max' Grofie (78 cm) und die Héhe der Kiste (20 cm)
Zusammen:

78 cm (Max' Grolte) + 20 cm (Kistenhohe) = 98 cm

Klaus ist also 98 cm grofS.

Schritt 2: Berechnen, wie groR Paul ist.

Es wurde gesagt, dass Paul 15 cm kleiner ist als Klaus. Um Pauls
Grofke herauszufinden, subtrahieren wir diese 15 cm von Klaus'
Grole (98 cm):

98 cm (Klaus' Grofe) - 15 cm = 83 cm

Paul ist 83 cm groB.

MAGAZIN

Sachlage zu verschédrfen und keine diskrete Vor-
gabe zu machen, um das System zur Betrachtung
der mathematischen Struktur zu bewegen. Mit dem
Prompt , Fiir alle benachbarten Palindromzahlen!”
gab GPT-4 eine Beschreibung der eigenen Heraus-
forderung mit der gestellten Aufgabe aus. Die ein-
fache Berechnung von Differenzen benachbarter
Palindromzahlen fiihrt zu einem unendlichen Pro-
zess von Operationen, die GPT-4 nicht leisten kann.
Statt in diesem Fall auf Muster und Strukturen
zu achten, generiert GPT-4 eine Antwort, die die
Aufgabe als unlosbar klassifiziert. Es ist ersichtlich,
dass GPT-4 angesichts der Aufgabe, einen Losungs-
prozess fiir algebraische Probleme zu generieren,
deutlich herausgefordert ist.

Version D: Few-shot-Szenario mit
Chain-of-Thought

Variante D des Prompts fiihrt neben der eigentli-
chen Problemloseaufgabe auch eine weitere Aufga-
be mit Losungsbeispiel an, um die Wahrscheinlich-
keit fiir einen korrekten Output zu erhohen. Fiir das
arithmetische Problem wurde ein strukturgleiches
Problem gewiéhlt, dass sich lediglich durch einen
anderen Kontext und durch Verdnderung der Na-
men und mathematischen Angaben unterscheidet:
,Timo ist 1,78 m grol. Wenn er auf eine 10 cm hohe
Stufe steigt, ist er genauso grof$ wie Peter. Tina ist

Input #1

Welche Differenzen besitzen benachbarte Palindromzahlen? Lass
uns Schritt fiir Schritt vorgehen, um sicherzustellen, dass wir die
richtige Antwort haben. Stelle notwendige Fragen, die du zur

Beantwortung der Frage bendtigst.

Output #1

Um die Differenzen zwischen benachbarten Palindromzahlen zu
berechnen, miissen wir zunéchst klaren, welche Zahlen als
benachbarte Palindromzahlen betrachtet werden sollen.
Palindromzahlen sind Zahlen, die riickwarts gelesen dieselbe
Zahlenfolge haben wie vorwarts. Zum Beispiel sind 121, 313 und
595 Palindromzahlen.

Méchten Sie, dass ich die Differenzen zwischen benachbarten
Palindromzahlen in einem bestimmten Zahlenbereich berechne

| oder fiir eine bestimmte Anzahl von Palindromzahlen?

Input #2

Fiir alle benachbarten Palindromzahlen!

Output #2

Es ist nicht maglich, Differenzen fir alle benachbarten
Palindromzahlen zu berechnen, da es unendlich viele
Palindromzahlen gibt. Allerdings kann ich Ihnen einige Beispiele von
benachbarten Palindromzahlen und ihren Differenzen geben. Bitte
geben Sie mir einen Zahlenbereich oder eine Anzahl von
Palindromzahlen, fir die Sie die Differenzen berechnet haben
mochten.

Abbildung 6. Input der arithmetischen Problemltseaufgabe (links) und der algebraischen Problemléseaufgabe (rechts) unter CoT-

Variante C, sowie die generierten Antworten aus GPT-4
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Input

Frage: Timo ist 1,78 m grof. Wenn er auf eine 10 cm hohe Stufe
steigt, ist er genauso grolk wie Peter. Tina ist 12 cm kleiner als Peter.
Wie groft ist Tina?

Antwort: Wenn Timo auf der Stufe steht, dann ist er 10 cm gréfer und
genauso grol wie Peter. Daher ist Peter 1,78 m + 10 cm, also 1,88 m.
Wenn Tina nun 12 cm kleiner als Peter ist, dann ist sie 1,88 m - 12 cm
groR, also 1,76 m.

Frage: Max ist 78 cm grofs. Wenn er auf eine 20 cm hohe Kiste steigt,
ist er genauso groR wie Klaus. Paul ist 15 cm kleiner als Klaus. Wie

GDM-MITTEILUNGEN 115

- 2023

grofl ist Paul?

Output

Antwort: Wenn Max auf der Kiste steht, dann ist er 20 cm grofer und
genauso grofk wie Klaus. Daher ist Klaus 78 cm + 20 cm, also 98 cm.
Wenn Paul nun 15 cm kleiner als Klaus ist, dann ist er 98 cm - 15 cm

grof, also 83 cm.

Abbildung 7. Input der arithmetischen Problemléseaufgabe unter CoT-Variante D, sowie die generierte Antwort aus GPT-4

12 cm kleiner als Peter. Wie grof ist Tina?” Gleich-
zeitig wird eine kurze Antwort geliefert, um dem
System eine mogliche Antwortstruktur vorzugeben:
,Wenn Timo auf der Stufe steht, dann ist er 10cm
grofier und genauso grofs wie Peter. Daher ist Peter
1,78 m 4 10cm, also 1,88 m. Wenn Tina nun 12 cm
kleiner als Peter ist, dann ist sie 1,88 m — 12cm
grofs, also 1,76 m.” AnschliefSend wird im Prompt
die urspriingliche Problemltseaufgabe gestellt. Die-
se Zugabe eines Shots liefert in unserem Versuch
interessanterweise einen deutlich kiirzeren korrek-
ten Output in Relation zu den anderen Outputs
unter Varianten A bis C (Abb. 7). Das generative
KI-Sprachmodell orientiert sich offensichtlich an
der vorgegebenen Antwort und fiihrt die Lésung
auch dementsprechend kiirzer aus.

Fiir die algebraische Problemldseaufgabe wurde
eine dhnliche Problemstellung gewéhlt, die eben-
falls Differenzen in den Blick nimmt: , Welche Dif-
ferenzen besitzen eine Zahl und ihre Spiegelzahl?”
Zur Losung der Aufgabe wurde im Antwortbei-
spiel der Fokus bewusst auf die algebraische Struk-
tur gelegt und die Hervorhebung der Stellenwerte
durch den Hinweis auf die Potenzschreibweise der
Zahl ermoglicht. Die Einfithrung von Variablen fiir
die einzelnen Ziffern sollte das System dazu an-
regen, eine Losung mit Variablen zu generieren.
Anschliesend erfolgte im Prompt die Eingabe der
eigentlichen Problemloseaufgabe (Abb. 8).

GPT-4 generiert eine Losung, die die Stellen-
werte berticksichtigt. Somit ist mit Variante D ein
wesentlicher Schritt zur Beschreibung von Mustern
gelungen, der in allen vorherigen Varianten fehl-
te. Allerdings verfehlt GPT-4 den Sprung von einer
einfachen Beschreibung der Muster zu einer Formu-
lierung der mathematischen Struktur. Das generati-
ve KI-Sprachmodell startet seinen Losungsprozess
mit der Erklarung fur Palindromzahlen und nennt

drei Beispiele. Anschlieflend verweist GPT-4 auf die
Komplexitit der Aufgabe, da die Losung von der
Anzahl der Stellenwerte und den gewéhlten Ziffern
abhéngt. Danach erfolgt eine Fallunterscheidung
zwischen Zahlen mit ungerader und gerader Zif-
fernanzahl, ohne den Zahlenraum einzugrenzen.
Hierbei schafft es GPT-4 erstmals korrekt eine allge-
meine Beschreibung der Muster vorzunehmen und
tiberwindet mithilfe der Variante D die Problematik
der einzelnen Berechnungen der Differenzen. Kor-
rekt fithrt das System aus, dass sich bei Palindrom-
zahlen ungerader Ziffernanzahl der mittlere Stel-
lenwert verandert. Als mogliche Differenz generiert
GPT-4 allerdings falschlicherweise nur die Zahl 2.
Fiir Palindromzahlen mit gerader Ziffernanzahl ge-
neriert das System korrekt, dass die Verdnderung
der Ziffern an den beiden mittleren Stellenwerten
erfolgt. Vermutlich aufgrund der Varianz der Dif-
ferenzen bei Verdnderungen mehrerer Stellenwerte
(bspw. 2992 und 3003) hilt GPT-4 fest, dass die
Differenzen nicht konstant sind. Allerdings han-
delt es sich durch die wiederkehrende Differenz 11
um eine mogliche Losung und kdnnte in eine Be-
schreibung der Losungsmenge integriert werden.
Auch die Ausnahmen beim Wechsel der Ziffernan-
zahl werden in der Ausgabe durch GPT-4 explizit
beschrieben. Zudem verweist das KI-Sprachmodell
auf die Beschrankung der Aussagen auf das Zehner-
system. GPT-4 ist hier ein wesentlicher Schritt zur
Erfassung von Mustern gelungen, der in unserem
Versuch zuvor nicht moglich erschien. Allerdings
verliert der Losungsvorschlag von GPT-4 dabei die
Angabe einer Losungsmenge.

Wihrend der Erprobung 14 verschiedener Aus-
fithrungen des Losungsbeispiels unter Variante D
konnte GPT-4 in keiner generierten Antwort zu
einer angemessenen Losung gelangen, die als Dif-
ferenzen die 2 und faktorisierte Zehnerpotenzen
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Input

( Frage: Welche Differenzen besitzen eine Zahl und ihre Spiegelzahl?

Antwort: Eine Zahl und ihre Spiegelzahl bilden ein Zahlenpaar, deren
Ziffern jeweils in umgekehrter Reihenfolge gelesen werden kénnen,
beispielsweise 123 und 321 oder 6789 und 9876. Wir verwenden flir
die einzelnen Ziffern Buchstaben a, b, ¢, usw. als Variablen. Zahlen
kénnen als Summen von Zehnerpotenzen geschrieben werden.

Fir zweistellige Zahlen ergibt sich die Form 10a+1b. Die Differenz
aus zweistelligen Zahlen und ihrer Spiegelzahl ist dementsprechend
(10a+1b)-(10b+1a). Schreiben wir diese Differenz in die Form
(10a+1b)-(9b+1b+1a) um, so ziehen wir von der Zahl 10a+1b durch
Subtraktion der Spiegelzahl immer ihre Quersumme 1b+1a ab. Als
Differenz bleibt 9a-9b=9(a-b) und somit unabhangig von den
Variablen eine Zahl, die durch 9 teilbar ist.

Dies gilt fir alle Zahlenpaare im Zehnersystem, da immer die
Quersumme von der gewahlten Zahl subtrahiert wird und als
Differenz eine durch 9 teilbare Zahl entsteht.

| Frage: Welche Differenzen besitzen benachbarte Palindromzahlen?
&

=

Output
—

Antwort: Palindromzahlen sind Zahlen, die von vorne und von hinten
gleich gelesen werden, wie zum Beispiel 121, 12321 oder 45654. Die
Frage nach den Differenzen benachbarter Palindromzahlen ist etwas
komplexer, da die Differenz zwischen zwei benachbarten
Palindromzahlen von ihrer Stellenzahl und den spezifischen Ziffern

abhangt.

Fiir ein einfacheres Verstandnis der Frage kénnen wir die
Betrachtung auf Palindromzahlen mit ungerader Ziffernanzahl
beschrénken. Die mittlere Ziffer dieser Zahlen ist immer diejenige, die
sich verandert, um das nachste Palindrom zu erreichen. In diesem
Fall betrégt die Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Palindromzahlen immer 2, wenn die Differenz zwischen den mittleren
Ziffern betrachtet wird. Das liegt daran, dass, wenn die mittlere Ziffer
um 1 erhdht wird, die resultierende Zahl immer noch ein Palindrom

ist.

Allerdings ist dies nicht mehr der Fall, wenn wir Palindromzahlen mit
gerader Ziffemanzahl betrachten. In diesem Fall sind die Differenzen
zwischen benachbarten Palindromzahlen nicht konstant, da eine
Anderung an zwei Stellen (den beiden mittleren) notwendig ist, um
das néchste Palindrom zu ermeichen.

Es ist wichtig zu beachten, dass diese Regel nicht gilt, wenn wir den
Ubergang von einer Zahlenklasse zur nachsten betrachten (z.B. von
der groften dreistelligen Palindromzahl 999 zur kleinsten vierstelligen
Palindromzahl 1001, deren Differenz 2 ist).

Diese Analyse betrachtet ausschlief8lich Palindromzahlen im
Dezimalsystem. In anderen Zahlensystemen kénnten andere Muster

gelten.

= B

/
y

Abbildung 8. Input der algebraischen Problemldseaufgabe unter CoT-Variante D, sowie die generierte Antwort aus GPT-4

mit 1 und 11 festhilt. Die hier vorgestellte Antwort
ist die bestmogliche Losung, die das generative KI-
Sprachmodell erstellen konnte.

Fazit

Fiir die vorgestellten Beispiele, unter Verwendung
des generativen KI-Sprachmodells GPT-4 und in
Bezug auf die Losung von Problemldseaufgaben
mit Basiskompetenzen im arithmetischen Bereich,
erscheint Variante A (Zero-shot und Anregung zum
Chain-of-Thought) zur Generierung einer korrekten
Antwort ausreichend. Weitere Beispiele miissen zei-
gen, ob diese Prompt-Technik fiir eine Vielzahl von

Problemloseaufgaben auf diesem Leistungsniveau
effektiv ist. Da die Entwicklungen im Bereich der
KI-Forschung deutlich an Geschwindigkeit zuneh-
men und Verdnderungen mittlerweile im nahezu
wochentlichen Takt auftreten, konnten in zukiinf-
tigen Varianten die Prompt-Techniken bereits in
die entsprechenden Schnittstellen integriert sein.
Die weiteren Prompt-Techniken, wie die erweiter-
te Chain-of-Thought und der Query Loop, erziel-
ten keine nennenswerte Verbesserung der Ergebnis-
se, als unter Variante A. Variante D, ein Few-shot-
Szenario mit Chain-of-Thought, erzielt lediglich ei-
ne an die Nutzerin oder den Nutzer ausgerichtete
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Ausgabe. Dies kann jedoch von Bedeutung sein,
wenn die Form der Antwort von GPT-4 im schuli-
schen Gebrauch entsprechende Vorgaben erfiillen
soll.

Die vorgestellte algebraische Problemloseaufga-
be, die die Beschreibung eines Musters erfordert
und eine Ubertragung des Problems in eine ma-
thematische Struktur, stellt nach wie vor eine deut-
liche Herausforderung fiir GPT-4 dar. Mit keiner
der verwendeten Prompt-Techniken konnte GPT-4
eine vollstindige und zufriedenstellende Losung
des Problems generieren. Gleichwohl zeigte sich im
Versuch auch hier Variante A als sehr wirkungsvoll.
Ein Zero-shot-Szenario mit der Anregung zu ei-
ner Chain-of-Thought fiihrte hierbei zu einer deut-
lichen Verbesserung der Ausgabe. Unter Varian-
te C konnte mit der Strategie des Query-Loops
die zentrale Herausforderung fiir das generative
KI-Sprachmodell identifiziert werden. Dies lieferte
eine wertvolle Riickmeldung zur Verwendung eines
passenden Losungsbeispiels unter Variante D (Few-
shot-Szenario mit Chain-of-Thought). Zwar schafft
GPT-4 auch unter Variante D nicht die erwiinsch-
te Leistung, liefert allerdings eine erste Losung,
die die algebraischen Strukturen mehr in den Blick
nimmt. Hier wird der grofle Einfluss des Losungs-
beispiels tiber das Few-shot-Learning des genera-
tiven KI-Sprachmodells ersichtlich — was auch fiir
den schulischen Einsatz dieser Technik eine hohe
Relevanz besitzt. Schiilerinnen und Schiiler miissen
also tiber die notwendigen Problemlosefdhigkeiten
verfiigen, um selbst ein passendes Losungsbeispiel
zu verwenden oder zu generieren. Selbst die Su-
che nach einer analogen Losung im Internet macht
in unserem Beispiel ein Verstdndnis fiir Problem-
losestrategien und den Umgang mit algebraischen
Strukturen unabdingbar. GPT-4 kann in seiner ak-
tuellen Version zwar als Ideengeber dienen und
eine Struktur vorgeben. Die letztendliche mathema-
tische Tatigkeit und die Beurteilung der Ausgabe
auf ihre Richtigkeit hin verbleiben jedoch bei den
Anwenderinnen und Anwendern.

Empfehlungen

Fir die Verwendung grofier generativer KI-
Sprachmodelle wie ChatGPT existieren verschie-
dene trainingsbasierte Prompt-Techniken, die die
Leistungsfahigkeit des Modells bei mathematischen
Problemloseaufgaben verbessern konnen. Dabei
konnen Aufgaben sowohl direkt gestellt (Zero-shot-
Szenario) werden, als auch mit Hilfe eines oder
mehrerer Losungsbeispiele (Few-shot-Szenario),
was eine gewtinschte Ausgabeform der Losung pro-
voziert. Die Prompts sollten die KI-Sprachmodelle
zur Generierung einer logischen Gedankenkette
(Chain-of-Thought) anregen, um deutlich bessere
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Ergebnisse zu erzielen und ,, Denkfehler” offenzule-
gen. Durch die Technik Query-Loop, welche dem
Modell das Stellen von Fragen ermoglicht, konnen
Herausforderungen fiir das Modell identifiziert wer-
den.

Diese Schritt-fiir-Schritt-Anleitung skizziert un-
seren Prozess der effektiven Umsetzung der vorge-
stellten trainingsbasierten Prompt-Techniken (vgl.
Ramlochan, 2023):

1. Zero-shot-Szenario: Formulieren Sie das Problem
in einer logischen und sprachlich klaren Abfolge.
Zerlegen Sie das Problem, falls notwendig, in
Teilprobleme.

2. Zero-shot-Szenario, Chain-of-Thought: Regen Sie
das KI-Sprachmodell zur Strukturierung der
Ausgabe mit dem Zusatz ,Lass uns Schritt fiir
Schritt vorgehen.” an.

3. Zero-shot-Szenario, Chain-of-Thought, Query-Loop:
Ermoglichen Sie dem Modell mit dem Zusatz
,Stelle notwendige Fragen, die Du zur Beantwor-
tung der Frage benétigst.” eine Riickmeldung
zu geben.

4. Few-shot-Szenario, Chain-of-Thought: Konzipieren
Sie mehrere Prompts mit kurzen Losungsbeispie-
len, die die erforderliche Denkstruktur bei ver-
gleichbaren Herausforderungen darstellen. Nut-
zen Sie in Thren Losungsbeispielen eine nachvoll-
ziehbare und logische Gedankenkette, um das
Modell bei einer Chain-of-Thought zu untersttit-
zen. Geben Sie das Losungsbeispiel zusammen
mit dem eigenen Problem ein.

Mit dieser Abfolge an Strategien konnten in den
beiden aufgefiihrten Problemloseaufgaben deutlich
Verbesserungen der Leistungen des generativen KI-
Sprachmodells GPT-4 erzielt werden. Inwiefern die-
se Prompt-Techniken auch auf zukiinftige Modelle
anwendbar sind, werden die weiteren technischen
Entwicklungen zeigen miissen. Ebenso sind die Ent-
wicklungen bei den kiirzlich eingefiihrten Plugins
(bspw. Wolfram) zu berticksichtigen. Es scheint uns
allerdings grundlegend zu sein, diese Techniken
zu beschreiben, um die Modelle im schulischen
Bereich produktiv einzusetzen und die Qualitat
der Ausgaben der KI-Sprachmodelle insbesonde-
re im mathematischen Bereich zu verbessern. Die
Techniken konnten dann fiir Entwicklungen von
Kl-basierten Lernumgebungen im Mathematikun-
terricht verwendet werden, um einen kritischen
und vor allem konstruktiven Umgang mit den KI-
Werkzeugen der Zukunft zu fordern.
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