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Heute komme ich gleich zum kritischen Punkt.
Wenn Sie Physik studiert haben, erinnern Sie sich
bestimmt an das Experiment, in dem in einem ab-
geschlossenen Glasgefafs z. B. ein Fluorchlorkoh-
lenwasserstoff (FCKW) oder das PFAS aus einer
Warmepumpe sowohl fliissig als auch in einer dar-
tiberliegenden Dampfatmosphire gasformig vor-
liegt und erhitzt wird. Wenn der Druck im Gefafs
richtig gewdhlt ist, kann man es einrichten, dass
beim Erwdrmen die Grenzlinie zwischen der Fliis-
sigkeit und dem Gas auf der gleichen Hohe bleibt
bis — beim kritischen Punkt — die Trennline plotzlich
verschwindet. Davor befand sich unten Fliissigkeit
und oben Gas, klar getrennt, und danach? Ist das
Gas, oder Fliissigkeit, oder deren dialektische Auf-
hebung?

Bevor man den Phasentibergang am kritischen
Punkt zu frei auf alle moglichen Unterschiede tiber-
tragt, sollte man sich klar machen, dass metapho-
risches Denken fehleranfillig ist. So vorgewarnt
stellt sich die Frage, ob es das Phdnomen in der Ma-
thematikdidaktik auch gibt. Ich selbst wiirde die
Frage bejahen, sonst hitte ich sie nicht gestellt. Ein
Beispiel, das mich in den letzten Monaten beschéf-
tigt hat, ist die Beziehung von Beweisen und Pro-
grammen. Nun wird niemand erwarten, dass man
in einem ,Siehe-Beweis” (einem , proof-without-
words”) einen Algorithmus erkennt. Ebenso wenig
diirfte man beim Anblick einer Programmzeile, in
der eine Funktion auf ein Argument angewendet
wird, ein Stiick mittelalterlicher Logik sehen. Die
Welten von Programmen und Beweisen scheinen
ebenso grundverschieden wie die Aggregationsfor-
men Fliissigkeit und Gas. Der Parameter, an dem
man drehen muss, um zum kritischen Punkt zu
kommen, ist der der Formalisierungsgrad. Wenn
man Beweise formal korrekt aufschreibt, und wenn
man Programme in einer hinreichend ausdrucks-
starken Programmiersprache (an dieser Stelle sind
C, Java und Python leider draufien, man denke an
Racket, Haskell oder OCaml), dann verschwindet
die Grenzlinie. Dies ist eine bemerkenswerte Er-
kenntnis, die eine lange Genese gebraucht hat. Vor
89 Jahren hat der Logiker Haskell Curry gesehen,
dass die Regeln fiir Datentypen in einer abstrak-
ten Programmiersprache (dem typisierten Lambda-
Kalkiil) und die Schlussregeln der intuitionistischen
Aussagenlogik formal von gleicher Struktur sind.

Spater hat man gesehen, dass sich das prézise zu
einem Isomorphismus von Beweisen und Program-
men ausbauen ldsst und sogar, dass sich auch die
Préadikatenlogik erschliefst, wenn das System der
Datentypen hinreichend flexibel ist. Schon das ist
eine beeindruckende Theorie und man mag sich
fragen, was es bedeutet, dass Logiker und Infor-
matiker unabhdngig voneinander exakt die gleiche
Theorie geschaffen haben. Lange gab es aber den
Makel, dass das ganze Theoriegebdude nur fiir in-
tuitionistische Varianten der Logik gilt, d.h. der
Satz vom ausgeschlossenen Dritten, also auch Wi-
derspruchsbeweise und damit erhebliche Teile der
Beweise der klassischen Mathematik, waren jen-
seits der Reichweite der Theorie. Aber auch diese
Grenze ist gefallen. Diesmal war es so, dass die
Informatiker schon lange eine Kontrollstruktur er-
funden hatten (fiir Kenner: Continuations), von der
sich zeigte, dass sie genau das leistet, was man auf
der Seite der Logik braucht, um die volle klassi-
sche Pradikatenlogik zu erschlieflen. Seitdem kann
man also mit Fug und Recht festhalten, dass Be-
weise und Programme genau das gleiche sind, nur
in unterschiedlicher Syntax hingeschrieben. Was
fiir eine kopernikanische Krankung! Beweise, die
Trager des konzeptuellen Wissens der Mathema-
tik, sind nichts anderes als schnode Produkte von
Hackern.

So weit taugt das Ganze um intellektuelle Lan-
geweile zu vertreiben. Hat es weitergehende Be-
deutung fiir die Didaktik? Man konnte geneigt
sein, das zu verneinen: Die Temperatur in der Di-
daktik ist so niedrig, dass immer klar ist, ob man
mit Fliissigkeit oder Gas kocht, ob man beweist
oder programmiert. Trotzdem seien ein paar Argu-
mente genannt, fiir die ich mich erwdrmen kann:
Da ist zundchst das Verstindnis unseres eigenen
Faches: Mathematik wird oft charakterisiert als
,deduktiv-beweisende” Wissenschaft. Warum nicht
als , konstruktiv-algorithmische” Wissenschaft, wie
man mit gleichem Recht sagen konnte? Und: Lo-
gisches Denken und algorithmisches Denken sind
nicht das Gleiche. Wo zwischen der Theorie, in der
Identitit herrscht, und der Praxis des Denkens und
Argumentierens liegen die entscheidenden Unter-
schiede? Sollte es nicht eine didaktische Antwort
darauf geben, einfach um mathematisches Denken
besser zu verstehen?
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Aus historisch-genetischer Perspektive ist es in-
teressant, dass erst relativ spat (vor gut 20 Jah-
ren) erkannt wurde, dass nicht nur die intuitio-
nistische Logik, sondern auch die klassische Logik
in das Bild ,,Program=Proof” (wie eines der Biicher
zum Thema heift) passt. Die Erweiterung hat einen
Preis: Was auf der Seite der Logik die fast selbstver-
standlich scheinende Aussage, dass A V =A wahr
ist, erfordert auf der Seite der Programme nicht-
lokalen Kontrollfluss — eine Programmtechnik, die
jeden Menschen mit begrenztem Arbeitsgedécht-
nis an Grenzen bringen kann. Liegt hier der tiefe
Grund, warum Widerspruchsbeweise kognitiv an-
spruchsvoll sind? Auf Kalkiilebene bedeutet der
nicht-lokale Kontrollfluss, dass es nicht-lokale Be-
ziehung gibt, die beriicksichtigt werden miissen,
wenn man die Programme ausfiihrt. Man kann spe-
kulieren, dass es deswegen besonders schwer ist,
logische Argumentationsmethoden allein durch lo-
kale Beobachtung des Sprachspiels (wie Sprachmo-
delle das tun) zu erlernen. Man kann aber auch
in die andere Richtung denken: Small ist beauti-
ful. Die Erweiterung auf die volle klassische Logik
mag die Theorie zu einem beeindruckenden Ge-
dankengebdude abrunden, aber besonders schon
und stringent ist die Beziehung in der Tat, wenn
man sich auf die intuitionistische Logik beschrankt,
also konstruktive (nicht konstruktivistische!) Mathe-
matik betreibt. Sollte man konstruktive Elementar-
mathematik genauer inspizieren? Brouwer hatte
seinerzeit gegen die Autoritdt Hilberts keine Chan-
ce, aber vielleicht lohnt es sich, die unterschiedli-
chen Bildungsgehalte klassischer und konstrukti-
ver Mathematik herauszuarbeiten und so vielleicht

auch zu einem besseren Verstdndnis der Genese
der Mathematik aus operationaler Sicht zu kom-
men.

Vielleicht kann die Erkenntnis, dass Program-
me und Beweise das gleiche sind, auch die Riva-
litat von schulischer Informatik und Mathematik
tiberwinden helfen. Wer wie ich schon etwas lan-
ger in der Didaktik aktiv ist, weifs, dass frither die
Beschiftigung mit Algorithmen einen ausgespro-
chen schlechten Ruf hatte. Wer dafiir geworben hat,
konnte sich schon mal den Vorwurf einhandeln, sei-
ne Ziele seien ,verriickt”. In der Informatikdidak-
tik gab es lange Diskussionen um die Gewichtung
von informationstechnischer Grundbildung, in der
Programme verwendet werden, und den eigentli-
chen Informatikunterricht, in dem auch program-
miert wird. Welche Einschidtzung des Mathema-
tikunterrichts die Anwendung des Isomorphismus
zwischen Programmen und Beweisen auf diese Un-
terscheidung nahelegt, tiberlasse ich den Lesenden
als Ubungsaufgabe.

Nach diesem Ausflug in moglicherweise wenig
bekanntes Terrain wiinsche ich Ihnen nun eine ge-
winnbringende Lektiire des vorliegenden Heftes.
Vielleicht ist auch der ein oder andere Artikel so
interessant, dass Sie ihn zweimal lesen: Dann ha-
ben Sie mit Ihrem Lesealgorithmus bewiesen, dass
ANA = A - aber ich bin sicher, die inhaltliche
Erkenntnis des Artikel wird hoher sein als diese
formal-logische. In jedem Fall aber beweist das Heft,
dass Mathematikdidaktik eine vielfiltige und inter-
essante Wissenschaft ist.
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