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Mehr Papierfalten braucht das Land

DiskussioN

Dmitri Nedrenco

Auf der diesjahrigen GDM-Jahrestagung in Hei-
delberg habe ich wieder enttduscht festgestellt, wie
gering die Rolle des mathematischen Papierfal-
tens im deutschsprachigen Mathematikunterricht
zu sein scheint; gerade zwei Beitrdge gab es auf
der Tagung zu dem Thema.

Meines Wissens ist Origami sowie dessen Rolle
und Auswirkung auf die Leistungen von Schiile-
rinnen und Schiiler im Mathematikunterricht nur
selten Gegenstand der Forschung in Deutschland
gewesen.' Zwar setzen viele mir bekannte Mathe-
matiklehrerinnen und -lehrer Origami im Unter-
richt hin und wieder ein, jedoch gibt es wenig wis-
senschaftliche Arbeiten zum Nutzen oder zur Me-
thodik eines solchen Einsatzes.

Es wire schon, wenn mehr Wissenschaftlerin-
nen und Wissenschaftler dieses spannende Gebiet
in ihre Uberlegungen einbeziehen wiirden. Etwa
in Israel wird am Israeli Origami Center seit mehr
als 20 Jahren an diesem Thema geforscht — und die
Ergebnisse dieser Forschung sind dort bereits in
vielen Schulen eingesetzt worden (vgl. Golan und
Jackson, 2009).

Nicht wenige kennen das Buch »Origami
und Mathematik« von Herrn Jiirgen Flachsmey-
er (2008). Ferner widmete »Der Mathematikun-
terricht« 2009 ein ganzes Heft der Origamima-
thematik (Flachsmeyer, 2009). Trotzdem konnte
Papierfalten bisher keine tieferen Wurzeln im
Mathematikunterricht*> bzw. in der mathematik-
didaktischen Forschung schlagen. Ich glaube das
konnte in erster Linie daran liegen, dass die meis-
ten vorgelegten Biicher, Essays und Arbeitsblétter
vor allem an einer (schonen) Veranschaulichung
bekannter mathematischer Tatsachen oder inter-
essanter Korper interessiert waren. Zum anderen
ist es bisher nicht gelungen (oder besser: nicht
versucht worden), eine systematische Behandlung
des mathematischen Papierfaltens fiir den Ma-
thematikunterricht vorzulegen. Die Arbeitsblatter
in ,Papierfalten im Mathematikunterricht 5 bis
12” (Schmitt-Hartmann und Herget, 2013) deu-
ten eine systematische Aufarbeitung des The-
mas fiir die Schule an, die angegebenen Arbeits-
blitter sind jedoch thematisch nicht zusammen-
héngend und zeigen exemplarisch Moglichkeiten

Man muss natiirlich erwéhnen, dass Jiirgen Flachsmeyer, Bernd Wollring, Hans-Wolfgang Henn, Hans Walser, Michael Schmitz
(um nur einige Namen zu nennen) zu dem Thema Origami und seinem Einsatz im Mathematikunterricht publiziert haben.
Man muss auch sagen, dass die Spannweite des mathematischen Papierfaltens alle Schulformen und Jahrgangsstufen erfasst und

sogar auf universitirem Niveau sinnvoll eingesetzt werden kann.
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Abbildung 1. Links: Ein Faltmuster des regelméfligen Tetraeders; die Referenzpunkte deuten ein regelméfiges Dreieck an. Mitte:
Das beinahe gefaltete Tetreder sowie die aktuelle Position der Punkte; Rechts: Das fertige Tetraeder. (Nach Montroll, 2009, pp. 65-66)

des Einsatzes bei verschiedenen Unterrichtsthe-
men auf.

Letztlich wurde noch keine regelgeleitete Be-
handlung der Theorie des Papierfaltens im Ma-
thematikunterricht entwickelt: Mal faltet man ein
Stiick Papier, mal mehrere; mal schneidet man, mal
ist das verboten; mal faltet man approximativ, mal
verlangt man mathematische Exaktheit. Die Theo-
rie muss systematisiert werden und es miissen kla-
re Regeln aufgestellt werden, um die fiir Schiile-
rinnen und Schiiler ansprechenden Figuren (und
vielmehr ihre Konstruktionen) auch mathematisch
beschreiben zu konnen.

Doch was ist am Origami so faszinierend? Was
bedeutet Origami iiberhaupt?

Origami ist japanisch fiir Papierfalten. Mathema-
tisches Papierfalten kann mindestens zweierlei be-
deuten: Falten von Papier bestimmten Regeln fol-
gend oder Designen (und Falten) von bestimm-
ten Figuren (Kranich, Ikosaeder, Mittelsenkrech-
te). Zwar ist das Falten eines Kranichs in der Re-
gel nicht mehr als ein — zum Teil — anspruchsvol-
les Folgen einer Bauanleitung. Doch das Designen,
Modellieren eines Faltmusters, aus dem ein Kranich
entsteht, bedarf einer tiefergehenden mathemati-
schen Planung Hull, 2005. Die meisten Menschen
empfinden Origami als eine heitere Kinderbeschéf-
tigung. Dies entsprach im Wesentlichen auch der
Wahrheit bis vor etwa 100 Jahren.3 Doch inzwi-
schen steckt viel Mathematik in diesem ehemals
harmlosen Zeitvertreib; dies sollten wir fiir den
Mathematikunterricht konstruktiv nutzen!

Mathematisches Papierfalten kann man etwa so
sehen: Ein Quadrat Papier ist ein Teil der Ebe-

ne, das darf ich so falten, dass ich Ecken aufein-
ander oder auf Quadratseiten, oder Quadratseiten
aufeinander falte; dabei entstehen Mittelsenkrech-
ten, Verbindungsgeraden, Parabeltangenten, Win-
kelhalbierenden — eine ganze Reihe geometrisch
interessanter Objekte! Das Papier wird entfaltet
und ich darf so weitermachen, dass ich zusatz-
lich bereits gefaltete Falze mitverwende, vgl. Ab-
bildung 2. Einfach gesagt, ich darf das Papier ein-
mal falten, dann auffalten, dann wieder (etwa an
einem anderen Falz) falten. Man fragt sich schnell:
Was erfalte ich mir auf diese Weise — alle Punk-
te, die ich auch mit Zirkel und Lineal konstruieren
kann? Ja! Und noch mehr. Gar das Delische Pro-
blem* kann exakt gelost werden.

Das ist nur eine Moglichkeit, Papierfalten zu
»mathematisieren«, Regeln einzufiihren. Nun wird
es spannend, sich zu tiberlegen, was man alles auf
diesem Wege konstruieren kann. Kann man etwa
eine Strecke exakt dritteIn? FiinfteIn? Ein regelma-
Biges Siebeneck falten? Ein regelmafiiges Neun-
eck? Solche Fragen kann man zielgerichtet syste-
matisch untersuchen, Parallelen zu Konstruktio-
nen mit {iblichen Werkzeugen aufdecken und da-
bei noch mit einfachen Mitteln interessante Figu-
ren erschaffen.

Viele der in den KMK-Standards festgelegten
Ziele fir den Mathematikunterricht konnen auf ei-
ne nattirliche und motivierende Weise durch Pa-
pierfalten angestrebt werden; ich will versuchen,
einige davon direkt auf Origami zu tibertragen
und mogliche Fragestellungen generieren.

3 Das erste tiefergehende Buch {iber geometrisches Papierfalten erschien 1893 in Madras, Indien von Sundara Rao (1893).
4 Man konstruiere v/2.
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Abbildung 2. Links: Falten der Mittelsenkrechten beider markierter Punkte; Mitte: Falten der Winkelhalbierenden der markierten
Geraden; Rechts: Als Resultat — ein neuer konstruierter (Schnitt)punkt.

Modellieren

Die Grundfrage des Origami: Wie kann ich eine Fi-
gur (Elefant, Dodekaeder, ein Plus-Zeichen) falten?
Wie designe ich ein Faltmuster, das die richtige Fi-
gur ergibt? Dazu gibt es inzwischen wirkungsvolle
Computerprogramme wie TreeMaker (Lang, o.].).
Das Thema kann von besonders einfach (Man falte
eine Schachtel, eine Geschenkverpackung, ein Ku-
vert) zu besonders anspruchsvoll (Man entwickle
ein Computerprogramm, das das notige Faltmus-
ter ergibt) variieren.

Eine auf der Hand liegende Fragestellung fiir
die Didaktik ware etwa: Verbessert sich das riumli-
che Vorstellungsvermogen der Schiilerinnen und Schii-
ler durch einen solchen Zugang zu geometrischen Ob-
jekten? Oder konkreter: Schneiden Schiilerinnen und
Schiiler in standardisierten Tests zum raumlichen Vor-
stellungsvermaogen besser ab, als solche, die keinen Kon-
takt zum Falten hatten? (vgl. Boakes, 2009, Boakes,
2011).

Beweisen lernen

Wenn ich etwas gefaltet habe (ein Dreieck, ein Drit-
tel eines Winkels, einen Wiirfel), wie kann ich be-
griinden, dass das Objekt wirklich das Gewiinsch-
te ist und nicht nur grob und ungefdhr dieses Ob-
jekt wiedergibt? Wie beweise ich das? (Etwa mit
Ahnlichkeitssitzen, der Euklid-Maschinerie, wenn
man so will, mit dem Starrheitssatz von Cauchy,
etc.).

Ich behaupte, dass nur bestimmte Faltmus-
ter (2-farbbare!>) flachgefaltet werden konnen -
warum ist das so und wie begriindet man das?
(vgl. Hull, 2013, Ch. 21—22, Nedrenco und Beck,
2016).

Profitieren Kinder davon, dass sie selber Fragen des
Papierfaltens entwickeln und beweisen? Kann diese Be-
schiftiqung zum besseren Verstindnis von Beweisen
beitragen?

Konstruieren

Die klassische Frage der Geometrie: Wie dreiteile
ich einen gegebenen Winkel? Oder: Wie konstru-
iere ich ein Objekt mittels gegebener Werkzeuge?
Mit Papier kann man das Delische Problem ex-
akt 16sen, man kann mehr regelméfiige Polygone
konstruieren, als mit Zirkel und Lineal; man kann
Losungen von quadratischen wie kubischen Glei-
chungen vorfalten.

Konnen Schiilerinnen und Schiiler solche Konstruk-
tionen besser verinnerlichen, wenn sie sie gefaltet haben,
als wenn sie zusitzliche Instrumente verwenden (Zir-
kel, markiertes Lineal, Ellipsenwerkzeuge, etc.)?

Visualisieren

Falte ich einige Korper bzw. Objekte (Tetraeder vgl.
Abbildung 1, Fiinfecke, Rhombendodekaeder, Mit-
telsenkrechten), dann kann ich sie in der Hand dre-
hen und analysieren.

Kann ein solcher Zugang hilfreich sein? Profitieren
Schiilerinnen und Schiiler von einem solchen Zugang
zu 3D-Objekten mehr als von einem Zugang zum The-
ma iiber digitale Medien, etwa GeoGebra und Ahnli-
ches?

Kommunizieren

Faltet man interessante und motivierende Objek-
te (etwa ein Oktaeder aus einem Stiick Papier,
ohne Schneiden und Kleben!), so bedarf es fort-
geschrittener motorischer Fahigkeiten. Oft gelingt

5 Das heif3t solche, deren Flichen man mit zwei Farben farben kann, ohne dass die ,Nachbarliander” die gleiche Farbe bekommen.
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die Faltung nicht auf Anhieb, dann schaut man
zum Nachbarn hiniiber, lisst sich erkliaren in wel-
che Tasche genau die trotzige Lasche gehen muss
(motorische Fahigkeiten!), versucht es erneut und
endlich hat man es geschafft!

Verbessern gemeinsame (mathematische) Faltiibungen
Kommunikationskompetenzen der Schiilerinnen und
Schiiler?

Es gibt viele spannende Fragen, die zu unter-
suchen sich lohnen konnte (vgl. Boakes, 2009, Boa-
kes, 2011, Arici und Aslan-Tutak, 2013, Golan und
Jackson, 2009, Arslan, 2012 fiir Fragen, die bereits
gestellt und teilweise beantwortet wurden).

Meine Untersuchungen zu diesem Thema be-
treffen Universitdtsmathematik und Lehramtsstu-
denten sowie den Einfluss des Papierfaltens auf
Fragen, die mit axiomatischem Denken verkniipft
sind.
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