Vermuten — Beweisen — Uberzeugen
mit Diagrammen der ebenen Euklidischen Geometrie

Hermann Kautschitsch

Beweisen ist eine wesentliche Tatigkeit in der Mathe-
matik. Dazu benoétigt man eine brauchbare Vermutung
und speziell in der Schulmathematik Schlussfolgerun-
gen, die auch ,iiberzeugen”. Fiir diese drei Tatigkeiten
gibt es Beziige zum diagrammatischen Denken nach
Peirce (Dorfler & Kadunz 2006).

Dabei wird Mathematik als eine Schreib- und Zei-
chentatigkeit mit Diagrammen angesehen. Diese sind
ikonische Zeichen, die zur Darstellung von Relationen
dienen. Mathematische Diagramme zeichnen sich ge-
geniiber ,gewdhnlichen® Diagrammen dadurch aus,
dass sie nach Regeln hergestellt und umgeformt wer-
den. Demnach sind neben den traditionellen figiirli-
chen Darstellungen auch alle Formeln, Tabellen, usw.
ebenfalls Diagramme, der Regelgebrauch bestimmt
das durch Diagramme Bezeichnete. Der durchgehende
Regelgebrauch bewirkt, dass mathematische Diagram-
me untereinander zusammenhingen, sie bilden ein
Diagrammsystem (Brunner 2015). Beispiele dafiir sind
die elementare Algebra, die Korper der reellen oder
komplexen Zahlen, die Polynomringe oder die Vek-
torrdume. Durch das Aufschreiben oder Aufzeichnen
auf Papier oder auf dem Bildschirm (Inskriptionen)
besitzen Diagramme eine materielle und damit wahr-
nehmbare Form. Das regelgeleitete Manipulieren und
Beobachten der Ergebnisse wird so zu einem Hand-
werk mit materiellen und nicht abstrakten Objekten
(Dorfler 2006). Dieses Handwerk wird im Idealfall
selbsttétig ausgefiihrt oder es werden beim Lehren von
Mathematik zumindest Lernaktivititen angeregt, die
diese Selbsttatigkeit unterstiitzen.

Es ist fiir das Erreichen von Uberzeugung hilfreich.
Vermutungen sind Invarianten, die bei solchen hand-
werklichen Titigkeiten, eventuell computerunterstiitzt
mittels DGS bzw. CAS, beobachtet werden. Beim Be-
weisen einer Regel wird ein ,,geschicktes“ Ausgangsdia-
gramm so lange umgeformt, bis ein Diagramm erreicht
wird, an dem die entscheidende Regel ,,abgelesen wer-
den kann. Die neue Regel wird dem Diagrammsystem
hinzugefiigt.

Das Erfinden von Ausgangsdiagrammen und die
Entdeckung von brauchbaren Umformungen erfordern
Kreativitdt und Schreib- bzw. Lesekompetenzen.

Anhand des Satzes von Thales wird nun darge-
legt, wie die Verdnderung von Diagrammsystemen
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die Beweistechniken und den damit einhergehenden
Kompetenz- und Kreativititsaufwand veradndert, bis
hin zu fast ,automatischen“ Beweisen. Dadurch ge-
lingt eine Algorithmisierung der Geometrie, die z. B.
eine Anwendung in der Robotik gestattet.

Diesen Vorgang kann man historisch nachverfolgen
(Dorninger 2024), er konnte aber auch Eingang in die
Klassenzimmer und Hoérséle finden, wenn man den
Unterricht fallweise diagrammatisch organisiert.

Mit diesem Artikel soll gezeigt werden, wie der vor-
hin beschriebene Umgang mit Diagrammen die drei
Tatigkeiten Vermuten, Beweisen und Uberzeugen un-
terstiitzt. Dariiber hinaus werden die drei Geometrien,
ndmlich die synthetische, analytische und algebraische
Geometrie semiotisch beschrieben und ihre entspre-
chenden Beweisarten anhand des Satzes von Thales
demonstriert.

Den Satz von Thales beniitzen wir in folgender
Form:

Sei C ein beliebiger Punkt auf dem Halbkreis iiber
der Strecke AB. Dann hat das Dreieck ABC in C einen
rechten Winkel.

A = B

Abbildung 1. Grafische Realisierung des Satzes von Thales mithilfe
der Software Geogebra

Synthetische euklidische Geometrie

Ausgehend von den Euklidischen Axiomen werden
mittels zugelassener logischer Regeln, wie z.B. dem
modus ponens, durch Zusammenfiigung (Synthese)
bereits hergeleiteter Gesetze neue Gesetze (Regeln)
gefunden.

Das Diagrammsystem fiir die synthetische Geometrie ist
die Menge der Euklidischen Axiome und der daraus her-
geleiteten Sdtze.
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1. Beispiel: Synthetische Behandlung des Satzes von
Thales

Mehrere Auswahlen von C in Abbildung 1 bzw. ein com-
puterunterstiitztes Wandern von C auf dem Halbkreis
fiihren experimentell und anschaulich zur Vermutung
des Satzes. Fiir eine Begriindung werden z. B. folgende,
zuvor aus den euklidischen Axiomen hergeleitete Win-
kelsatze in Erinnerung gerufen: Wechselwinkel sind
gleich grof3, im gleichschenkligen Dreieck sind die Ba-
siswinkel gleich grof} und die Innenwinkelsumme im
Dreieck betragt 180° (das Winkelmaf eines gestreck-
ten Winkels).

A =

Abbildung 2. Ein synthetischer Beweis des Satzes von Thales

Die Begriindungen erfordern die ,Idee“ (= Erweite-
rungsdiagramm) der Parallelen zur Strecke AB und der
Verbindungsstrecke CM (siehe Abbildung 2). Es taucht
natiirlich die Frage auf, wie man zu solchen Ideen kom-
men kann. Jedenfalls schliet man mit Abbildung 2:
Der Satz von Thales gilt, weil das Doppelte des Winkels
bei A und B einen gestreckten Winkel ergibt.

Beobachtungen: Das Manipulieren mit den Dia-
grammen erfordert im Allgemeinen eine hohe
Kreativitits-, Erinnerungs- und Vorstellungsleistung.
Das Anfertigen von Bildern ist nicht unbedingt not-
wendig (so gibt es in den Elementen von Euklid keine
Bilder), sie erweisen sich aber als besonders erkennt-
nisleitend und iiberzeugungsgewinnend.

Analytische euklidische Geometrie

Eine wesentliche Vereinfachung erfuhr das ,,Geometrie-
Betreiben“ durch Einfithrung eines Koordinatensys-
tems und die Umwandlung von geometrischen Eigen-
schaften in Koordinatengleichungen. Im Fall der ebenen
Geometrie sind es Gleichungen in zwei Variablen. Sie
sind die Diagramme der analytischen Geometrie und
das Manipulieren bzw. Beweisen erfolgt durch Rechnen
nach den Methoden der Linearen Algebra.

Das Diagrammsystem fiir die ebene analytische Geo-
metrie ist der reelle 2-dimensionale Skalarproduktraum.
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2. Beispiel: Analytische Behandlung des Satzes von
Thales

A(-r|0) M(0[0) B(r/0)

Abbildung 3. Ein analytischer Beweis des Satzes von Thales

Wie in der synthetischen Geometrie benétigt man eine
brauchbare Idee. Die beliebige Lage von C erreicht man
durch die beliebige Wahl der kartesischen Koordina-
ten x, y von C. Das rechtwinklige Koordinatensystem
kann auf den pythagoreischen Lehrsatz fithren. Wir
verwenden fiir die Begriindung des Satzes von Thales
daher den Satz von Pythagoras und seine Umkehrung.
In der Literatur gibt es aber auch analytische Begriin-
dungen ohne Verwendung des Satzes von Pythagoras.
Da dieser Aussagen iiber Streckenldngen tatigt, rich-
ten wir unser Augenmerk auf die Streckenldngen des
Dreiecks ABC.

Die Streckenldnge von AB betrdgt 2r. Nach dem
Satz von Pythagoras gilt fiir die Koordinaten x, y des
Punktes C nach Abbildung 3: x2 + y? = r2.

Mit den Formeln eines Skalarproduktraumes erhalt
man fiir die Streckenlédngen

1@2:(r+x)2+y2

und
BC = (r—x)*+y2.

Damit ist nach Rechnung

A_C2 +B_C2 =2r2+ 2(){2 +y2) =2r?+2r?
=4r? = AB”.
Mit der Umkehrung des Satzes von Pythagoras schlief3t
man aus dem Diagramm der Abbildung 3, dass das
Dreieck ABC in C rechtwinklig ist.

Der Satz von Thales gilt, weil A_C2 + B_C2 =2B".

Die Verwendung von Vektoren erleichtert die Schreib-
arbeit und Ideenfindung. Wegen des zugrunde liegen-
den Skalarproduktraumes gentigt es, das Produkt der
Vektoren AC und BC zu berechnen. Dies stellt die Er-
innerungsleistung dar.
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— — — — —
Setzt man a :=AM :=MBund b := MC, dann
gilt nach den Regeln im Skalarproduktraum

— — - - —_ —
AC-BC=(a+b)-(b—a)
—2 2

=—a +5b

=—r?+r>=0,

— —
=—aP+|bP

— —
damit steht AC senkrecht auf BC.

—

Der Satz von Thales gilt, weil AC -BC =0.

Beobachtung: Fiir das Finden einer Beweisidee ist nach
wie vor eine gewisse Kreativitits- und Erinnerungsleis-
tung notwendig, der ,Kalkil“ des zugrunde liegenden
Diagrammsystems lasst die Umformungen beinahe ,,au-
tomatisch” ablaufen. Nicht jede Umformung bendtigt
wie im synthetischen Fall eine neue Idee. Natiirlich
gibt es kompliziertere geometrische Eigenschaften und
Umformungen in der ebenen Geometrie als beim Satz
von Thales, diese konnen jedoch auch computerunter-
stiitzt erfolgen. Um dann vom Beweis iiberzeugt zu
sein, muss man jedoch auf den Computer vertrauen,
weil man die Umformungen nicht selbst durchgefiihrt
hat! (,,Chipbeweis*).

Der Kreativitdts- bzw. Erinnerungsaufwand kann
durch die Methoden im Ring der Polynome in meh-
reren Variablen (,,multivariate Polynome*) erheblich
verringert werden. Fiir den Schulunterricht bedeutet
dies, dass Misserfolge bei Lernenden infolge Ideenman-
gels oder zu geringem Wissen vermieden werden. Das
Interesse fiir Beweise und Anwendungen der Geome-
trie kann infolge der Algorithmisierung der Geometrie
gesteigert werden. Dariiber hinaus erfidhrt man die
Macht eines Kalkiils.

Algebraische euklidische Geometrie

Die neue Idee, Geometrie zu betreiben, besteht in der
Umwandlung geometrischer Eigenschaften in Polynom-
gleichungen in mehreren (nicht nur zwei) Variablen
und deren Nullstellenbestimmung. Diese Polynomglei-
chungen in n Variablen sind die Diagramme der alge-
braischen Geometrie, ein Beweis ist erbracht, wenn
die Nullstellenmenge des polynomialen Gleichungssys-
tems alle n-Tupel enthalt.

Das Diagrammsystem der algebraischen Geometrie ist

die Algebra K[xy,...,x,] der Polynome in n Variablen
iiber einem Korper K.
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3. Beispiel: Algebraische Behandlung des Satzes von
Thales mittels Polynomen

A(x4lyq) ‘M(OIO)

Abbildung 4. Ein algebraischer Beweis des Thales mittels Polynomen

B(xoly,)

Nach Wahl eines geschickten Koordinatensystems wer-
den die Voraussetzungen und die Behauptung in Poly-
nomgleichungen umgewandelt.

M ist Mittelpunkt der Strecke AB mit A(x; | 1),
B(x5 | y5) und y; = y, = 0 bedeutet in Gleichungen:
X, +x,=0und y; + Yy, =0. In Abbildung 4 treten die
Variablen x4, x4, X3, 1, Y2, Y3 auf, daher fassen wir die
letzten beiden Gleichungen als multivariate Polynom-
gleichungen in diesen sechs Variablen auf, d. h.

p(Xl,Xz,X3,y1,y2,y3) = X1+X2:0

und

q(x1,X,X3,¥1,¥2,¥3) '=y1+ y2 =0.
Da C auf dem Halbkreis liegt, sind die Strecken MA
und MC gleich lang: MA= MC < MA =MC (man
quadriert, um Polynome zu erhalten).
Nach dem Satz von Pythagoras ist MC = x2+y3
und MA® = x2+y?, also

2 2_ .2 2 2 2 2 2
x1+_y1—x3+y3 (= x1+y1—x3—y3

= r(xlyx2:x37y1’y2’.y3) =0.

Umwandlung der Behauptung in eine Polynomglei-
chung: Der rechte Winkel in C kann analytisch be-
schrieben werden durch:

R-J?C’:O(:»(x?’_xl)-(x:“_xz):o,
Ys— 1 Y3— Y2

(33 —x1)(x3—=x3) + (y3—y1)(y3—¥2) =0,
X§ — XoX3 —X1X3+ X X, +J’§_Y2J’3 —Y1Y3t+tY1Y2
=: f (x1,X2,X3,¥1,¥2,¥3) = 0.

Formulierung des Satzes von Thales in Polynomform:
Vxq, X2, X3, Y1, Y2, ¥3€ K gilt: Aus

p(x1,X9,X3,¥1,Y2,¥3) =0
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und

q(x1, X9, X3, ¥1, Y2, ¥3) =0
und

r(xy, X2, X3, Y1, Y2, ¥3) =0
folgt

F(x1, %2, X3, ¥1,¥2,¥3) = 0.
2

Der Teil-Term x% + y:f von f kommt in —r = —x] —
¥?+ x2 + y2 vor. Den iiberfliissigen Term —x? elimi-
niert man durch Addition von (x; — x3) (x1 + x5), die
hinzukommenden Terme passen fiir f . Analog macht
man es mit dem Term —y?7.

Durch solche Termbeobachtungen erhélt man:

fF=EDr+ (e —x3)p+ (1 —ys3)q

Damit schlie3en wir: Ist p = q = r =0, dann gilt auch
f = val) X2,X3,Y1,Y2, y3€ K.

Der Satz von Thales gilt, weil das die Behauptung dar-
stellende Polynom eine Linearkombination der die Vor-
aussetzungen darstellenden Polynome ist.

Fiir alle (!) Satze bewéhrt sich also folgende Beweiss-
trategie:

Stelle die Polynomgleichung der Behauptung als Linear-
kombination der Polynomgleichungen der Voraussetzun-
gen dar.

Es sind daher keine Kreativitidts- bzw. Erinnerungs-
leistungen fiir die Ideenfindung notwendig. Nur fiir
die Umformung von geometrischen Sachverhalten in
Polynomgleichungen benétigt man Kenntnisse aus ana-
lytischer Geometrie. Anspruchsvoll kénnen hingegen
die Termumformungen sein. Mit MATHEMATICA kann
mittels des Befehls PolynomialReduce die Termumfor-
mung ,automatisiert“ werden. Dazu benétigt man je-
doch eine spezielle Basis, ndmlich die Grobnerbasis
eines Polynomideals.

Es wird eine stark vereinfachte Darstellung vor-
gestellt, genaueres kann man aus Aichinger (2020)
und Cox (2005) entnehmen. Die oben angesproche-
ne Menge der Linearkombinationen bildet im Poly-
nomring K[x,...,x,] bekanntlich ein Ideal. Die Men-
ge I := (fy,...,f,) heillt das von den Polynomen
f1,--+,fm erzeugte Ideal. Fiir ein Polynom f gilt:

felfi,.

o fm)y © 3R (g, x,) €ER[Xq,. 00, X,]
mitf :h1f1+...+hmfm.

Die Bestimmung dieser h; (x,...,Xx,) ist i. A. schwie-
rig (Ideal-Membership-Problem). Man orientiert sich
am eindimensionalen Fall K[x]. Bekanntlich ist K[x]
ein Hauptidealring, also I := (g) fiir ein g€ K[x] und
es gilt: f €I genau dann, wenn man bei Division von
f durch g den Rest 0 erhalt.
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Im mehrdimensionalen Fall wire eine analoge
,multivariate Division“ wiinschenswert. Dafiir benétigt
man den Begriff der ,Monomordnung® eines multiva-
riaten Polynoms, die dem Grad eines eindimensionalen
Polynomes entspricht. Darauf wird in diesem Artikel
nicht eingegangen (Pargfrieder, 2024). Wegen obiger
Problemstellung ist man an einer Darstellung der Form
f =hifi +...+h,f, interessiert, man ,dividiert“ also
durch ein m-Tupel von Polynomen und nicht durch ein
einziges Polynom. Die ,multivariate Division“ von f
durch ein m-Tupel (f4,..., f,,) bedeutet daher, eine
Darstellung von f der Form

f=h1f1+...+hmfm+r

mit einem Restpolynom r von ,minimaler Monomord-
nung“ zu finden. Leider sind diese Reste nicht ein-
deutig bestimmt, sondern hdngen von der Wahl einer
Ordnung ab. Eine Grébnerbasis G := {gq,...,&m} ist
nun gerade so definiert, dass sie die gewiinschten FEi-
genschaften besitzt, d. h., die Reste r sind eindeutig
bestimmt und f € I genau dann, wenn der Rest O ist.

Der Buchberger-Algorithmus erzeugt aus einer gege-
benen Basis eines Ideals dieses Wundermittel Grobner-
basis. In MATHEMATICA ist er im Befehl GroebnerBasis
verwirklicht. Der Befehl PolynomialReduce wiederum
bestimmt in der zweiten Komponente der Ausgabeliste
den Rest von f bei multivariater Division durch eine
Liste von Polynomen, eben der Liste der Grébnerbasis.

p=x1+x2;

q=yl+y2;

P=X122+y1A2 - X322- Y3223
f=(x3-x1) (x3-x2) + (y3-yl) (y3-y2);

polys = {p, q, r};

gb = GroebnerBasis [polys, {x1, x2, x3, y1, y2, y3}];

PolynomialReduce[f, gb, {x1, x2, x3, y1, y2, y3}1[2]

Abbildung 5. Computerunterstiitzter algebraischer Beweis des Sat-
zes von Thales mittels Linearkombination von Polynomen

Man sieht, dass die zweite Komponente in Polyno-
mialReduce 0 ist. Das bedeutet, dass das ,,Behaup-
tungspolynom* f eine Linearkombination der ,,Vor-
aussetzungspolynome* p, g, r. ist. Damit folgt, dass mit
p=q=r=0auch f =0 ist, somit gilt der Satz des
Thales.

Der Satz von Thales gilt, weil die multivariate Division
des ,,Behauptungspolynoms“ durch die Grobnerbasis der
,Voraussetzungspolynome® den Rest O ergibt (im Dia-
gramm der Abbildung 5 tritt die Null als letzte Zeile

auf).
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4. Beispiel: Algebraische Behandlung mittels eines
polynomialen Gleichungssystems

Fiir algebraisch abgeschlossene Korper, wie z. B. den
Korper der komplexen Zahlen, der die reellen Zahlen R
enthalt, gibt es eine weitere Vereinfachung, die keine
Linearkombinationsdarstellung des , Behauptungspoly-
noms“ benétigt. Dabei wird dem geometrischen Sach-
verhalt ein System von multivariaten Polynomgleichun-
gen zugeordnet und dessen Nullstellenmenge berech-
net.

Fiir den Problemkreis des Satzes von Thales hatten
wir oben hergeleitet (an Stelle von f schreiben wir ab
nun h):

Vx1,X9,X3, Y1, Y2, Y3 € R gilt: Aus

p(x1,X9,X3,¥1,¥2,¥3) =0

und

q(x1, X2, X3, Y1, Y2, ¥3) =0
und

r(xy, X2, X3, ¥1, Y2, ¥3) =0
folgt

h(Xl,XZ,X3,y1,y2,y3) =0.

Mittels einer Wahrheitstafel kann man zeigen:
(A=>B) < —(AA(-B)).
Obige Aussage ist also logisch dquivalent zu:
By, %0, %3, 51, Y2, Y3 €R,
sodass gilt:

p(x1’x2)x3)y1>y23.y3) =0

und

q(xy,x3, X3, ¥1, Y2, ¥3) =0
und

r(xq, X2, X3, ¥1, Y2, ¥3) =0
und

h(xy, X2, X3, Y1, Y2, Y3) # 0.

Nun wird noch h # 0 in eine Gleichung umgewandelt.

Sei z neben x4, X, X3, Y1, Y2, Y3 eine neue Variable.
Weil R ein Korper ist, gilt: h 2 0 < h-z2—1 = 0.
Denn ist h # 0 , dann gibt es ein k' mit h-h" =1 oder
h-h'—1=0, d.h., die Gleichung h -z —1 = 0 hat eine
Losung. Hat umgekehrt h-z—1 = 0 eine Lésung z = i’
dannist h-h' =1 und h ist wegen der Nullteilerfreiheit
von R ungleich 0.
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Damit erhalten wir folgendes polynomiale Glei-
chungssystem fiir den Satz von Thales:

(X1, X0, X3, Y1, Y0, ¥3) i= X1 + X, =0
q(x1, X9, X3, ¥1, Y2, ¥3) = Y1 + Yo =0
r(x1;x2;x3,J’1:J’2’J’3) = .X'f +y12_x?2,_y§ =0

h(x1, %2, X3, ¥1, Y2, ¥3) 1=
=[(x;—x1) (3 —x) + (3= y1) (3 —¥2)]-2—1=0.

Der Satz des Thales gilt nach obiger Aquivalenz also
genau dann, wenn das polynomiale Gleichungssystem
p =q =r = h = 0 keine Losung hat.

Allgemein konnen wir formulieren: Seien m, n na-
tlirliche Zahlen und p,,...,p, und g Polynome in
den m Variablen t,,...,t,. Gilt fir alle m-Tupel
(x4,...,x,,) die Implikation, dass aus p;(x1,...,X,,) =
...=pulxq,...,x,) = 0auchq(xy,...,x,) = 0 folgt,
dann hat das Gleichungssystem mit der zusétzlichen
Variablen z p;(tq,...,tn) =0, ...,p(t1,...,t,) =0
und q(t4,...,t,) z—1 =0 keine Losung und umge-
kehrt.

Damit kommt der Hilbertsche Nullstellensatz ins Spiel,
der eine weitreichende Verallgemeinerung des Funda-
mentalsatzes der Algebra darstellt:

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und I ein
echtes Ideal in K[¢ty,...,t,],d.h., I #K[t1,...,t,].
Dann gibt es ein m- Tupel (xi,...,x,,) € K™"mit
f(xq,...,x,) =0 fiir alle f € I. Es gibt also ein ge-
meinsames Losungs-m-Tupel aller f € I. Gibt es kei-
ne gemeinsame Losung, dann ist I kein echtes Ideal,
sondern [ =K[tq,...,t,]. Insbesondere ist 1 € I. Be-
merkung: Die Voraussetzung I # K[tq,...,t,,] ent-
spricht im 1-dimensionalen Fall der Voraussetzung
Grad f(x) #0.

Fiir ein Gleichungssystem bedeutet dies: Sei f; =
fo = ... = f, = 0 ein polynomiales Gleichungssys-
tem von n Gleichungen in m Variablen und I das von
den fi,..., f, aufgespannte Ideal, also I := (fi,..., f,).
Hat das Gleichungssystem keine Losung in K™, dann
ist I kein echtes Ideal, sondern I =K [tq,...,t,,] und
damit gilt 1 € I oder 1 = h;f; +...+ h,f,. Ob das
Gleichungssystem f; = f, = ... = f, = 0 keine Lo-
sung hat, kann nun wieder mittels der Grobnerbasis
von I :=(fy,..., f,) entschieden werden (Pargfrieder
2024): Das Gleichungssystem f; = fo =...=f, =0
hat genau dann keine gemeinsame Losung, wenn die
Grobnerbasis von I := (fy, ..., f,,) das konstante Poly-
nom ¢ # 0 und damit wegen der Abgeschlossenheit des
Ideals I beziiglich aller Multiplikationen auch 1 € K
enthélt. Der Satz von Thales gilt also genau dann, wenn
die Grobnerbasisvon I := (p,q,r,h) die 1 € K enthélt.
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p=x1+x2;
q=yl+y2;

F=X1724+y1h2-Xx3/2-y3/2;

h = ((x3-x1) (x3-x2) + (y3-y1) (y3-y2)) z - 1;

polys = {p, q, r, h};
gb = GroebnerBasis [polys, {x1, x2, x3, y1, y2, y3, z}]

1

Solve[{p==0, =0, r =0, h=0}, {x1, X2, x3, y1, y2, y3, z}]

Abbildung 6. Computerunterstiitzter algebraischer Beweis des Sat-
zes von Thales mit polynomialem Gleichungssystem

Bemerkung 1: Fiir manche, eher einfache polynomiale
Gleichungssysteme kann die Nullstellenmenge auch
mit dem MATHEMATICA-Befehl Solve berechnet wer-
den. Dies ist z. B. beim Satz von Thales der Fall, als
Losungsmenge ergibt sich die leere Menge {}, siehe
letzte Zeile in obiger Abbildung.

Bemerkung 2: Oben hatten wir bemerkt, dass der Hil-
bert‘sche Basissatz im Allgemeinen nur fiir algebraisch
abgeschlossene Korper gilt. Das bedeutet, dass mit der
oben vorgestellten Methode eventuell nicht alle Sat-
ze bewiesen werden konnen. Aus Abbildung 6 und
Bemerkung 1 schlieen wir:

Der Satz von Thales gilt, weil die 1 in der Grébnerbasis
des Ideals, das von den dem Satz von Thales zugeord-
neten Gleichungen aufgespannt wird, enthalten ist (im
Diagramm der Abbildung 6 tritt {1} als letzte Zeile auf).

oder

Der Satz von Thales gilt, weil die Losungsmenge des dem
Satz zugeordneten polynomialen Gleichungssystem leer
ist.

Beobachtung: Die algebraischen Beweise sind alles an-
dere als anschaulich, aber dafiir iiberzeugend, wenn
man die Theorie versteht und den Computerrechnun-
gen vertraut. Der Verlust der Anschaulichkeit in Bil-
dern hat dafiir den ungeheuren Vorteil, dass nicht fiir
jeden geometrischen Sachverhalt und fiir jede Dia-
grammumformung neue Ideen kreiert werden miissen.
Mathematiker haben eine fiir alle (?) geometrischen
Sachverhalte effiziente Beweisstrategie entwickelt. Er-
innerungen an zahlreiche Lehrsitze der analytischen
Geometrie sind nur notwendig, um die geometrischen
Voraussetzungen in multivariate Polynomgleichungen
umzuformen. Aber auch dafiir gibt es standardisierte
Verfahren fiir Kollinearitit, Mittelpunkt, Abstand, Ska-
larprodukt, Parallelitdt usw., die wie in einem Lexikon
nachgeschlagen werden kdnnen.

Das Vermuten kann durch Verdnderungen der Po-
lynomgleichungen fiir die Voraussetzungen und die
Behauptung erfolgen, oder man vertauscht Vorausset-
zungen mit der Behauptung Man verandert solange,

MGDM 118 (2025)

bis die 1 oder die 0 in den Abbildungen 5 bzw. 6 auf-
treten.

Beispiel: Man konnte bei der Behandlung des Satzes
von Thales die Voraussetzung r mit der Behauptung f
vertauschen. Man nimmt also an, dass bei C ein rech-
ter Winkel sein soll und fragt sich, auf welcher Bahn
sich der Punkt C bewegt. Mittels einer DGS vermutet
man, dass C sich auf einem Halbkreis bewegt. Die 0 in
Abbildung 7 zeigt, dass die Vermutung stimmt. Damit
ist die Umkehrung des Satzes von Thales bewiesen.

p=x1+x2;

q=yl+y2;

r=x172+yl1r2-x342-y32;

f= (x3-x1) (x3-x2) + (y3-yl) (y3-y2);

polys = {p, q, f};
gb = GroebnerBasis [polys, {x1, x2, x3, y1, y2, y3}1;
PolynomialReduce[r, gb, {x1, x2, x3, y1, y2, y3}]1[2]

2]

Abbildung 7. Thales, Umkehrung

Zusammenfassung

Die Behandlung des Satzes von Thales in den drei
verschiedenen Geometrien zeigt auf:

p=Xl+x2;
a=yl+y2;

F=X1A2+y172-X302-y312;

h = ((x3-x1) (x3-x2) + (y3-y1) (y3-y2)) z - 1;

polys = {p, q, r, h};
gb = GroebnerBasis [polys, (x1, X2, X3, y1, y2, y3, 7}]

Abbildung 8. Thales, Zusammenschau

1. Verschiedene Diagrammsysteme erfordern verschie-
dene Kreativitdts- und Erinnerungsleistungen. Je
umfangreicher die dahinterstehende mathemati-
sche Theorie ist, desto geringer werden diese, je-
doch um den Preis einer immer grof3er werdenden
Termumformungs- und Lesekompetenz. Diese kann
auf leistungsstarke CAS-Pakete abgewalzt werden.
Damit kann die Beweis- und Vermutungsfindung
beinahe ,automatisch* ablaufen. Tritt in den alge-
braischen Diagrammen in der letzten Zeile die O
oder die 1 auf, ist die Behauptung bewiesen. Uber-
zeugung erreicht man, wenn man die fiir die Dia-
grammumformungen notwendige Theorie versteht
und Vertrauen in die notwendigen Computerbe-
rechnungen hat.

2. Durch die beinahe ,,automatisch“ méglichen Bewei-
se in der algebraischen Geometrie erreicht man
eine Algorithmisierung der Geometrie. Wie so oft in
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der Mathematik haben einige Mathematiker Theo-
rien und Verfahren zur Erreichung von bestimmten
Zielen entwickelt, die dann von Beniitzern meist
unreflektiert verwendet werden. Denken wir z. B.
an das schriftliche Rechnen in Stellenwertsystemen
oder an das Losen von linearen Gleichungssyste-
men.

3. Natiirlich wurde algebraische Geometrie nicht fiir
den Einsatz in der ebenen euklidischen Geome-
trie entwickelt. Diese wurde historisch durch die
synthetische und analytische Geometrie bereits er-
schopfend behandelt. Dasselbe gilt auch fiir den
Unterricht an der S1 und S2. Trotzdem soll erwdhnt
werden, dass noch 1986 wahrend einer Computer-
Mathematik-Tagung in Exeter ein weiterer, ne-
ben den bisher ~65 000 (Stand August 2024, sie-
he de.wikipedia.org/wiki/Ausgezeichnete Punkte
im_Dreieck) bekannten ausgezeichneten Punkten
im Dreieck, entdeckt wurde und daher Exeterpunkt
genannt wird. Auch der seit 1899 bekannte Satz
von Morley wurde erst in neuerer Zeit analytisch
und algebraisch bewiesen (Messerschmidt 2004).

4. Methoden der algebraischen Geometrie werden ge-
rade wegen der dadurch méglichen Algorithmisie-
rung der Geometrie auch auflerhalb der Geometrie
verwendet, z. B. bei der Versuchsplanung, beim Tes-
ten von Hypothesen und in der Robotik.

Das sind Griinde genug, um algebraische Verfahren
auch im Unterricht zu behandeln. Die dazu notwen-
dige Theorie wird skizzenhaft wie in diesem Artikel
vorgestellt, CAS-Programme {ibernehmen die Rechen-
arbeit. Das ist fiir den Mathematikunterricht nichts
Ungewohnliches, auch beim Einsatz des Taschenrech-
ners wird so vorgegangen. Da die ebene euklidische
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Geometrie relativ gut bekannt ist, bietet sie ein aus-
gezeichnetes Ubungsfeld, um die Wirksamkeit obiger
Verfahren kennen zu lernen.
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