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Modellbildung versus Modellisieren und Scheinmodellierung

Hans-Jiirgen Bandelt

Verschmelzung von Realitit mit Fiktion

Was ist mathematische Modellierung? Diese Fra-
ge wird Semester um Semester an vielen Uni-
versititen zu Beginn einer Vorlesung, die ,Model-
lierung’ im Titel trdgt, rhetorisch gestellt. Dabei
sind meist Dynamische Systeme zur Analyse rea-
ler zeitabhéngiger Prozesse in den Naturwissen-
schaften und der Technik (aber nicht ausschliefs-
lich) Gegenstand der Untersuchung. In Wikipedia
wird sich an einer allgemeinen Definition versucht,
die nur den formalen Aspekt hervorhebt:

Ein mathematisches Modell verwendet mathe-
matische Notation zur Beschreibung eines Sys-
tems ... und ermoglicht damit die systemati-
sche Erforschung des Themas mit mathemati-
schen Methoden.

Der englische Wikipedia Eintrag zu ,Mathematical
model’ warnt tiberdies den Leser:

An artifact that is used to illustrate a mathe-
matical idea may also be called a mathematical
model, the usage of which is the reverse of the
sense explained in this article.

Die Verkleidung einer mathematischen Idee be-
deutet metaphorischen Gebrauch, der einer Mo-
dellbildung genau entgegengesetzt ist.

Damit stofit man auf einen fundamentalen Un-
terschied im Gebrauch von Modellen. Es gibt of-
fenbar an den Fachhochschulen und Universititen
zwei Pole beziiglich der verschiedenen Grundauf-
fassungen tiber Modellierung — man kénnte salopp
sagen, eine der Praktiker und eine der Nichtprak-
tiker: Die eine sieht in Modellierung die Pradsen-
tation und systematische Aufbereitung einer Fiille
von erfolgreich bearbeiteten Fallbeispielen aus der
Praxis ihrer mathematischen Spezialdisziplin(en),
die andere sieht in ihr ein {ibergeordnetes Re-
gelwerk (,Modellierungskreislauf”) mit Gesetzma-
Bigkeiten, das universellen Charakter hat und so-
zusagen die Eintrittspforte der ,Realitét’ in die Ma-
thematik darstellt. Da gerade die reinen Theoreti-
ker unter den Angewandten Mathematikern von
ihrem eigenen Anspruch her doch Anwendungen
suchen, besteht in der Lehre, aus schierem Man-
gel an wirklich ausgefithrten Anwendungen, die
Neigung, gédngige Metaphern zu vorgedachter Ma-
thematik als Realprobleme zu deuten und passen-
de ,Anwendungen’ zu erfinden. Ein solchermaflen

anwendungsorientiert verbramter Ansatz laf3t Rea-
litat mit Fiktion eins werden und ist von der rea-
len Modellierung zu unterscheiden: Hier soll daftir
der Kunstbegriff ,Modellisieren’ verwendet werden,
der (aufSer singuldren Fallen von Lehniibersetzung
aus dem Franzosischen) noch unbelastet ist.

Verschmelzung von Modell mit Metapher

Metaphern haben stets eine Rolle in der Mathe-
matik gespielt, sei es, um einen abstrakten Begriff
durch eine konkrete Analogie leichter begreiflich
zu machen oder um einen mathematischen Sach-
verhalt nachhaltig zu memorieren. Durch Wecken
von nicht zufélligen Assoziationen wird eine bes-
sere Vernetzung im Gedéchtnis erzielt. Beim Den-
ken suchen wir permanent in der Einbildungskraft
nach begleitenden Bildern und haften an Bildern,
auch wenn wir wissen, daf$ sie falsch und irre-
fithrend sind, wie es Brandt (2011, S. 190) formu-
liert. Bisweilen sind Metaphern dem wirklichen
mathematischen Verstandnis tatsdchlich geradezu
hinderlich, z.B. die ,metaphorische Deutung des
Grenzwerts als Ergebnis eines unendlichen Pro-
zeBles” (Marx 2013).

Metaphern werden aber auch bewufit einge-
setzt, um eine scheinbar realitdtsnahe Interpreta-
tionen zu suggerieren oder lediglich der unmifsver-
standlichen Zitierung halber. Z. B. erféhrt der kom-
binatorische Satz von Hall durch eine Metapher
seine eindeutige Benennung, ndmlich als Heirats-
satz, der unter dieser Bezeichnung sogar einen Wi-
kipedia Eintrag fiir sich reklamieren kann. Nattir-
lich muff kein Heiratsvermittler diesen Satz ken-
nen — es ist ja nur eine Metapher, die obendrein
vom kulturellen Kontext abhédngig ist und in po-
lygamen Gesellschaften gewif$ spontan anders ver-
standen wiirde.

Die in der Bezeichnung Heiratssatz angedeu-
tete Einkleidung dient also nicht der Auskunft
tiber die Realitdt sondern tiber den Inhalt des
Satzes. (Jahnke 2005)

Niemand kdme auf die Idee, die Fragestellung des
Heiratssatzes, unter welchen formalen Umstinden
man n Frauen mit n Mannern (monogam) verhei-
raten kann, wenn allein potentielle gegenseitige
Zuneigung (reduziert zu einer symmetrischen bi-
ndren Relation) vorab bekannt und allein relevant
sei, als ein reales Problem zu begreifen, das mit
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Touren in gemischten Graphen

Ein gemischter Graph (engl.: ,mixed graph’) be-
steht aus einer (endlichen) Menge von sogenann-
ten Knoten (alias Ecken) und einer Menge beste-
hend aus geordneten Knotenpaaren (Pfeilen) und
ungeordneten Knotenpaaren (Kanten); dabei darf
ein Pfeil (1, v) mit einer Kante {u, v} koexistieren.
Gibt es nur Pfeile, so heifst der Graph gerichtet,
und gibt es nur Kanten, so spricht man von ei-
nem ungerichteten Graphen. Wollte man stattdes-
sen auch mehrfache Pfeile bzw. Kanten fiir das-
selbe Knotenpaar zulassen, dann hétte man es mit
Multigraphen und einer etwas anderen Notation
zu tun. Im Kontext dieses Artikels sollen Knoten-
paare stets aus zwei verschiedenen Knoten beste-
hen. Somit sind in der Terminologie von Gritz-
mann (2013) unsere ,gemischten Graphen’ genau
seine ,schlingenfreien schlichten allgemeinen Gra-
phen’.

Eine Tour ist eine zyklische Abfolge von Knoten
und Pfeilen/Kanten, die zwischen Knoten und
Pfeilen/Kanten hin und her wechselt und die
Richtungsvorgaben entlang der Pfeile einhalten

(a) gerichtet

den Mitteln der Graphentheorie modelliert und ge-
lost wird. Wirklich niemand? Im fachdidaktischen
Modellierungsbuch, das von Borromeo Ferri et al.
(2013) herausgegeben wurde, wird unter Abschnitt
9.3.2 (,Der Traummann®) die Frage modelliert und
schliellich mit digitalen Werkzeugen geldst, wie
viele Mdnner eine Frau als Heiratskandidaten ab-
lehnen sollte, bevor sie das ,Ja-Wort” gibt. Hier
liegt entweder ein Scherz (als Humor in der Ma-
thematik) oder eine Verwechslung einer lustigen
Metapher mit einem Modell fiir ein reales Pro-
blem vor. Dazu kann man sich in dem zuletzt ge-
nannten Buch in Tabelle 1.2 tiber klassische Auf-
gabentypen vergewissern, dafl schon ,Sachaufga-
ben” als Kontext einen ,echten Realitdtsbezug”
und als Ziel ,Umwelterschliefung mit Hilfe der
Mathematik” haben sollen, wobei nattirlich Mo-
dellierungsaufgaben ,vollstandig in die Kategorie
der Sachprobleme fallen”. Man kann dem Heirats-
satz auch nicht als ,Tanzkurssatz’ wirkliches Le-
ben einhauchen, indem man statt Massenhochzeit

(b) gemischt
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muf, wobei jeder beteiligte Pfeil (u,v) als Vor-
ganger seinen Anfangsknoten u und als Nachfol-
ger v hat: ..., u,(u,v),v,..... Im Falle einer Kan-
te {w,x} ist entweder ..., w, {w,x},x,... oder
...,x,{w,x},w,... in der Abfolge verlangt. Jede
Tour ist durch die zyklische Abfolge ihrer Pfei-
le/Kanten eindeutig festgelegt. ,Tour’ bedarf im-
mer einer Spezifizierung: Unter einer TSP-Tour
(alias Hamiltonkreis) versteht man eine Tour, die
jeden Knoten des Graphen genau einmal enthilt.
Hingegen ist eine Eulertour so definiert, daf8 jeder
Pfeil und jede Kante genau einmal zu durchlaufen
ist.

In keinem der drei Beispiele (a), (b), (c) gibt es ei-
ne TSP-Tour. Im Falle (a) gibt es auch keine Euler-
tour (weil die Pfeilrichtungen einzuhalten sind),
aber in (b) (und erst recht in (c)) schon, da die
beiden Kanten Nr. 6 und 7 in gewtinschter Rich-
tung durchlaufen werden konnen: Eine mogliche
Abfolge der Pfeile/Kanten ist mit 1 bis 9 durch-
numeriert.

(c) ungerichtet

ein Paartanzvergniigen von n Frauen und n Man-
nern auf gegenseitiger Sympathiebasis organisiert
(HufSmann und Lutz-Westphal 2007, S.205). Eine
Metapher bleibt eine Metapher.

Auch oder gerade in populdren Darstellungen
von Mathematik besteht bisweilen die Gefahr, dafs
sich in der Metapher vergriffen wird, insbeson-
dere wenn es um Rundtouren geht. Der Begriff
,Rundtour’ ist mit iiber 470000 Eintrdgen bei ei-
ner Google Suche wirklich populdr. Der Nichtma-
thematiker denkt dabei etwa an einen Rundflug,
eine Schiffsrundreise, eine Busrundfahrt oder ei-
ne Rundwanderung von Hiitte zu Hiitte. Der Ma-
thematiker denkt sich auch Unterschiedliches da-
bei, aber doch etwas ganz Anderes, aller scho-
nen Assoziationen befreit, und was genau, hangt
von der Spezifizierung, also letztlich vom Zweck
ab. Unter Nutzung graphentheoretischer Sprech-
weise meint man meist entweder eine Eulertour
(hier wird dem grofien Euler gehuldigt, auch wenn
er in diesem Falle nur eine schlichte Unterhal-
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tungsaufgabe gestellt und gelost hatte), bzw. all-
gemeiner die Losung des ,Brieftragerproblems’
alias ,Chinesischen Postbotenproblems’ (Vorsicht:
Metapher!) oder andererseits eine TSP-Tour, wo-
bei , TSP’ fiir ,Travelling Salesman Problem” steht.
Auch hier hilft Wikipedia dem interessierten Lai-
en mit jeweiligen Definitionen unter , Eulerkreis-
problem” und , Brieftragerproblem” bzw. ,Pro-
blem_des_Handlungsreisenden” ein wenig weiter.
In der niederldndischen Version wird auf den me-
taphorischen Charakter sogar explizit hingewie-
sen:

Het Chinese postbodeprobleem is een veelge-
bruikte metafoor om een bekende probleem-
stelling in de grafentheorie duidelijk te maken.

Allerdings wird dem Nichtfachmann dabei nicht
hinreichend klargemacht, dafs nicht nur ungerich-
tete Graphen, sondern auch gerichtete oder gar ge-
mischte Graphen (mit einem Mix von Kanten und
Pfeilen; s. Box auf S. 7) als Modelle infragekom-
men, die meist relevanter fiir wirkliche Anwen-
dungen sind.

Eventuell erinnert sich der ZEIT-Leser noch an
die Frage 9 der ,, 12 Grofien Fragen” in der Online-
Ausgabe vom 28. Dezember 2008: , Welches ist die
kiirzeste Route fiir die Miillabfuhr?” Gemeint war
eigentlich eine Metapher fiir ein NP-schweres Pro-
blem, um zum grundlegenden Problem 'P # NP?’
(s. Wikipedia) der theoretischen Informatik vorzu-
dringen. Jedoch wurde vom Journalisten eine Me-
tapher recycelt, die umgedeutet das Miillauto mit
dem Handlungsreisenden und (zusammenstehen-
de) Miilltonnen mit den Stadten gleichsetzt. Das ist
wirklich ungliicklich, weil dadurch erstens die Pro-
blemgrofie gewifs um mindestens eine Zehnerord-
nung steigt und zweitens ein grundsatzlich NP-
schweres Problem (das TSP) aufgerufen wird, wih-
rend manche Varianten des Brieftrdgerproblems
NP-leicht sind.

Rekord fiir Rundtouren

Das Verbandeln von Modellierung und Metapho-
rik kennt man aus der Tages- und Wochenpres-
se, wenn liber neueste Erfolge der mathematischen
Forschung berichtet wird. Am 5. November 2014
war im Hamburger Abendblatt eine derartige Mel-
dung zu finden unter dem Titel ,,Forscher finden Al-
gorithmus fiir Rundreisen”. Der Artikel bemiiht die
Metapher von touristischen Rundreisen und be-
richtet, daf3 ein Verfahren entwickelt wurde,

um sich der optimalen Route anzundhern -
ohne unendlich lange rechnen zu mdiissen. Al-
lerdings bedeute diese Vereinfachung bei der
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Rechnung einen Kompromiss bei der Reisedau-
er. Immerhin: Der Algorithmus ergibt eine Rei-
seroute, die maximal 1,4-mal so lang ist wie die
optimale Strecke.

Nun, da es sich um ein endliches Problem han-
delt, mufSs niemand unendlich lange rechnen. Die
wirklich gemeinten Anwendungen werden am En-
de des Artikels im Konjunktiv genannt:

Die Erkenntnisse lieffen sich auch fiir die Logis-
tikbranche nutzen und dafiir, die optimale Rei-
henfolge von Arbeitsschritten herauszufinden.

Die dieser Meldung zugrundeliegende Pressemit-
teilung der Universitdt Bonn titelte sogar , Forscher
der Universitdten Bonn und Grenoble liefern bes-
tes Ergebnis fiir das Rundreiseproblem” und en-
dete den enthusiastischen Bericht mit den Worten
hinsichtlich des potentiellen Nutzens:

Zum Beispiel bei Himmelsdurchmusterungen
der Astronomen ist ebenfalls die kiirzeste Rou-
te von Stern zu Stern gefragt.

Der kundige Mathematiker ahnt, daf§ hier wohl ein
neuer Approximationsalgorithmus fiir das (geo-)
metrische TSP mit Giitegarantiefaktor 7/5 gefun-
den wurde. Was er nicht ahnen kann, ist, daf3
in dem publizierten Fachartikel selbst (Sebé und
Vygen 2014) nur das ,graph-TSP” approximiert
wurde, d. h. die behandelten Distanzmatrizen sind
stets von ungewichteten (d.h. mit Kantenldngen 1
versehenen) zusammenhingenden ungerichteten
Graphen abgeleitet. Natiirlich ist das ein scho-
nes und unerwartetes Resultat der algorithmi-
schen Graphentheorie. Jedoch keine der genann-
ten Anwendungen macht in diesem Szenario Sinn,
weil die konkreten Anwendungen sich eben nicht
durch Graphen mit Einheitskantenldangen sinnvoll
modellieren lassen. Es wird auch von keiner ein-
zigen Anwendung in dem Originalartikel berich-
tet. Die angeblichen Anwendungen sind nur me-
diengédngige Metaphern, die die unmittelbare ge-
sellschaftliche Relevanz beschworen und vortidu-
schen sollen. Daf fiir Forschungsergebnisse die
Pressestellen von Universitidten grofie Worte fin-
den, die nicht auf Tatsachen beruhen, ist kein Pha-
nomen, welches auf die Mathematik beschrankt
wiére (Sumner et al. 2014). Deutsche Akademien
fordern in solchem Kontext:

So soll u.a. die wissentliche, nicht durch Da-
ten bzw. Evidenzen gedeckte Ubertreibung von
Forschungsergebnissen gegeniiber den Medien
(Hype) als Verstofs gegen gute wissenschaftli-
che Praxis gelten und entsprechend sanktio-
niert werden. (Leopoldina et al. 2014)
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Approximationsalgorithmen (s. Wikipedia) dienen
in aller Regel rein theoretischen Zwecken, um die
NP-Schwere in gewisser Weise unter dem Appro-
ximationsaspekt ndher auszuloten. Fiir praktische
Zwecke nutzt man andere, im Allgemeinen schnel-
lere Heuristiken. Hinzu kommt, daf8 das (symme-
trische) TSP-Problem selbst fiir Stidtezahlen der
Grofienordnung 105 unter allerhéchstem Einsatz
gute Chancen hat, beweisbar optimal gelost zu
werden (Cook 2013). Da muf erst einmal eine Heu-
ristik in der Praxis mithalten konnen, also den
Elchtest iiberstehen, ehe man einen Rekord feiern
kann.

Miill und Briefe

Dass Miill abholen und Post austragen auf
die gleiche mathematische Modellierung fiih-
ren kann, tuberrascht zunidchst vielleicht, ist
aber ein Beispiel fiir die Macht und Schonheit
mathematischer Strukturierung und Generali-
sierung. (Lutz-Westphal 2005)

Diese so formulierte Meinung tiberrascht in der Tat
den Laien wie den Mathematiker, da die stadtische
Briefzustellung eben nicht wie bei der Miillabfuhr
mit einem grofien Fahrzeug erfolgt, sondern zu
Fufs und mit dem Fahrrad. Damit sind ganz ande-
re Voraussetzungen, schon allein durch die StVO,
gegeben, die auch hochst relevant fiir die Optimie-
rung sein konnen: Das eine Problem konnte NP-
leicht und das andere NP-schwer sein. Natiirlich,
dhnlich wie HufSmann und Lutz-Westphal (2007)
dann spater einrdumen, wird auch von Ortlieb et
al. (2013) explizit konzediert, daff es gewisse Un-
terschiede zwischen Miillabfuhr und Briefzustel-
lung gibt:

Wihrend ein Miillfahrzeug in der Regel die Ab-
fallbehilter beider StrafSenseiten auf einmal ein-
sammelt, wird der Postbote mit seinem Rad erst
die eine StrafSenseite beliefern und dann auf der
anderen Seite in die entgegengesetzte Richtung
fahren.

Aber stimmt das denn? Im Hamburger Univiertel
(,Grindel”, siehe Wikipedia) kann man den Miill-
werkern und dem Briefzusteller bei der Arbeit zu-
sehen, wenn man im Grindelhof im Freien sei-
nen Kaffee trinkt — ja und mehr noch, man kann
sie auch befragen. Also, ein Grindel-Briefzusteller
fahrt meist dort nicht sein Fahrrad (anders als sein
Kollege mit einem E-Bike in einem benachbarten
Zustellbezirk mit breiteren Fuf3- und Fahrradwe-
gen), sondern er schiebt es, so das Einbahnstraflen
fur ihn kein Problem sind. Er sagt klipp und klar,
daf er jede Straienseite vollstandig ablduft und nie
zwischendurch wechselnd die Strafle {iberquert,
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einfach aus Sicherheitsgriinden. So ist ihm der Ab-
gehplan vorgegeben, der natiirlich noch weiteren
Priferenzen bzgl. der Uberquerungen von Stra-
Ben (vorzugsweise an Fufigangerampeln) gentigen
wird. Das relevante Grobmodell kénnte somit zu-
néchst ein ungerichteter Multigraph sein, wo Paa-
re von Knoten (benachbarter Stralenkreuzungen
bzw. -einmiindungen) mit genau zwei Kanten (den
Straflenseiten entsprechend) verbunden sind. Ein
solcher Multigraph ist trivialerweise eulersch, d. h.
er erlaubt eine Eulertour. Also liefert der Algorith-
mus von Hierholzer (s. Wikipedia) in Linearzeit so-
fort eine mogliche Briefzustellertour. Dies gilt auch
fiir den Fall, daf8 die Grenze eines jeden innerstad-
tischen Zustellungsbezirks mittig durch die Grenz-
strafSen fiihrt, die allein schon durch eine Subrund-
tour genau einmal durchgangen werden kénnten.

Die Miillwerker im Grindel sagen ebenso, dafs
sie im Prinzip jede Straflenseite getrennt abarbei-
ten, es sei denn, es handelt sich um eine Ein-
bahnstrafle (wo die Fahrtrichtung keine Wahl l463t)
oder um eine sehr schmale Wohnstrafde, in der das
Miillfahrzeug dem Gegenverkehr vollstindig den
Weg blockiert, so dafy die Miillwerker bei ihrer Ar-
beit keiner unnétigen Gefidhrdung durch den ent-
gegenkommenden Straflenverkehr ausgesetzt sind.
Ergo ist das zu betrachtende Modell ein gemisch-
ter Graph, in dem de facto fast alle Verbindun-
gen gerichtet sind, zumindest im Grindel. Da ist
man also nah dran an dem Chinesischen Brief-
tragerproblem fiir gerichtete Graphen, welches als
ein spezielles Minimumkostenfluffproblem sich so-
gar konzeptionell einfacher losen ldfit als das ent-
sprechende ungerichtete Problem (vgl. Reiss und
Stroth 2011). Fiir die Miillabfuhr in anderen Or-
ten oder auf dem platten Lande kann die Model-
lierung etwas anders ausfallen, zumal es da noch
weitere Einschrankungen geben kann. Damit ist,
sofern man sich auf den Mill wirklich einlassen
will, schon eine gewisse Vorkenntnis iiber die ver-
schiedenen Varianten des Chinesischen Brieftra-
gerproblems (Edmonds und Johnson 1973; Eiselt et
al. 1995a,b) und exakte Losungsverfahren (Gritz-
mann 2013) bzw. heuristische Strategien vonno-
ten. Allein schon die effiziente Verifikation, dafs ein
vorgelegter gemischter Graph eulersch ist, bedarf
der Losung eines Maximalfluffproblems (Ford und
Fulkerson 1962; vgl. Gritzmann 2013).

Wiirde man das NP-schwere Miillautoproblem
als Chinesisches Brieftrdgerproblem in gemisch-
ten Graphen in das NP-leichte ungerichtete Chi-
nesische Brieftrdgerproblem mit Gewalt umwan-
deln, so miifite man bei anfinglicher Ignorie-
rung der Pfeilrichtung im Nachhinein fiir die
ausgegebene Eulertour in dem (durch Kantenver-
dopplung) eulerisierten ungerichteten Graphen je-
de geplante Durchfahrung als Geisterfahrer ge-
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gen die Pfeilrichtung statt der angegebenen Pfeil-
lange (zweimal) die Lange eines kiirzesten ge-
richteten Weges in der umgekehrten Richtung
einsetzen und daftir sorgen, daff der Pfeil in
der gemifsen Richtung durchfahren wird. Das
kann teuer kommen. Betrachten wir einmal fiir
jedes n > 2 einen ungewichteten gerichteten
Graphen G;, der aus zwei gerichteten n-Kreisen
X0, X1, .-, Xp—1,% und Yyo,y1,...,Yn—1,Y0 durch
Identifikation des Pfeilpaares xpx; und yoy; ent-
steht, so daf8 der Graph G, genau 2n — 2 Kno-
ten und 2n — 1 Pfeile hat. Dieser Graph ist noch
nicht eulersch, wird aber (auf eindeutige Wei-
se) optimal eulerisiert durch Verdopplung des
amalgamierten Pfeiles xpx; = yoy;. Eine opti-
male gerichtete Brieftrdgertour ist daher gegeben
durch xg,x1,..., X1, X0 = Y0, Y1, - - -, Yn—1,Y0 = Xo
mit 2n Pfeilen. Wenn nun jedoch die ,Vereinfa-
chung’ (die nattirlich hier tiberhaupt keine ist),
die Richtungen ignorierte und mit ungerichteten
Graphen arbeitete, zum Ansatz kdme, dann konn-
te der Hierholzer-Algorithmus auch die Eulertour
X0, X1, s Xn—-1,%0 = Y0,Yn-1,---,Y1,Yo = Xo aus-
geben, in der die Halfte der Pfeile geisterfahrer-
haft in dem gerichteten Graphen passiert werden
miifite. Die umgekehrt orientierte Tour hat ebenso
n Geisterfahrerpfeile. Um die StVO zu respektie-
ren, miifite zu jedem dieser widrigen Pfeildurch-
laufungen ein kiirzester zuldssiger gerichteter Weg
in umgekehrter Richtung, hier mit n — 1 Pfeilen,
vorgeschaltet werden, dann der Pfeil in der korrek-
ten Richtung genommen und abschliefiend der zu-
vor genommene Weg wieder nachgeschaltet wer-
den. So schnellt die Anzahl der zu durchlaufen-
den Pfeile in einer zuldssigen reparierten Tour auf
insgesamt 1 + 2n(n — 1) = 2n? — n hoch. Das be-
deutet, daf$ diese unsinnige ,Vereinfachung’ nicht
einmal einen Approximationsalgorithmus mit Gii-
tegarantiefaktor liefert, es sei denn, man wolle die
ungerichtete Losung umfassender umbauen.
Grundsétzlich liefert eine optimale ungerichte-
te Chinesische Brieftragertour bei Ignorieren der
Pfeilrichtungen in einem gerichteten Graphen nur
eine untere Schranke fiir die Linge einer optima-
len gerichteten Chinesischen Brieftrdagertour, die
beliebig schlecht sein kann, wie die folgende Gra-
phenserie zeigt. Der Graph Hj, fiir ungerades k be-
stehe aus 2k + 1 Knoten und 3k Pfeilen, der aus
Verkleben von k gerichteten Wegen der Linge 2
an ihren Anfangsknoten und ihren Endknoten ent-
steht, zu dem genau ein gerichteter Weg der Lange
k umgekehrt mit seinem Endknoten an jenen der
kurzen gerichteten Wege gemeinsamen Anfangs-
knoten und entsprechend mit seinem Anfangskno-
ten an jenen gemeinsamen Endknoten der kurzen
gerichteten Wege geklebt wird. Fiir k = 1 entsteht
so ein gerichtetes Dreieck und fiir k = 3 der gerich-
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tete Graph, der in der Box in (a) gezeigt ist. Wenn
man alle Pfeilrichtungen ignorierte, also den zu-
gehorigen ungerichteten Graph betrachtete, dann
waére der Graph schon eulersch, also hétte die Eu-
lertour die Lange 3k. Der gerichtete Graph hinge-
gen bendtigt fiir seine Eulerisierung k — 1 weite-
re Kopien des gerichteten Weges der Lange k. Die
wahre optimale Lange einer gerichteten Chinesi-
schen Brieftragertour ist also k? + 2k. Der Quotient
(k+2)/3 der beiden Optimalldngen (gerichtet ver-
sus ungerichtet) geht also mit k gegen unendlich.
Man sollte also das Miillautoproblem grundsitz-
lich passend zur Realsituation modellieren.

Auch wenn alle Theorie als grau abgetan
wiirde, so zeigt doch schon die Praxis in ei-
nem verkehrsberuhigten Viertel wie dem Grindel,
dafl die Modellierungsstrategie von Ortlieb et al.
(2013) und HufSmann und Lutz-Westphal (2007)
fur die stadtische Miillabfuhr nicht gut funktionie-
ren kann. Angenommen, das Miillfahrzeug, nun-
mehr von der Hamburger Modellierung gesteu-
ert, stiinde am Grindelhof, Ecke Allende-Platz und
wollte in die etwa 300m lange Bornstrafie einbie-
gen. Das geht aber nicht wegen eines Einfahrver-
bots (das tibrigens nicht durch Google Maps abge-
bildet ist). Dann mufs das Fahrzeug um den Krei-
sel wendend den Grindelhof stadtauswérts fahren
und dann nacheinander die StrafSen Hallerstrafe,
Beim Schlump, Bundesstrafie, Rentzelstrafle, Grin-
delallee und Heinrich-Barth-Strafle passieren, bis
es nach rund 2,7km in die Bornstrafie gelangt.
Kiirzer geht es nicht. Die vielen Einbahnstraflen
und Abbiegeverbote machen eine vorgenommene
Optimierung im ungerichteten Modellgraphen fiir
die Realsituation vollig unbrauchbar.

Nun konnte man einwenden, der ,Modellie-
rer’ und der Student wissen ja beide angesichts
solcher ,Modellierungsprobleme’ in den genann-
ten Biichern, dafs alles nur Lug und Trug und
mit einem Augenzwinkern zu nehmen ist — aber
so lernte doch der Student inspiriert und bespafit
durch diese metaphorische Miillverkleidung etwas
von der modernen angewandten Diskreten Ma-
thematik quasi nebenbei. Aber das ist tiberhaupt
nicht der Fall. Der Hierholzer-Algorithmus (alias
Zwiebelschalen-Algorithmus) wird zwar im Mo-
dellierungsbuch von Ortlieb et al. (2013) beschrie-
ben und mit Bildchen illustriert, aber der wirklich
einfache Korrektheitsbeweis nicht gefiihrt. Dann
wird noch ein weiterer Algorithmus, Fleurys Al-
gorithmus, beschrieben — warum, das wird nicht
klar, da der Algorithmus von Fleury Quadratzeit
benotigt, wihrend der von Hierholzer in Linear-
zeit lauft. Der Schliisselbegriff Komplexitdt’ von
Algorithmen wird ohnehin in dem gesamten Mo-
dellierungsbuch nicht genannt. Fiir den ndchsten
Schritt wird der ,Satz” unter optischer Hervorhe-
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bung erwéhnt, daf8 die Anzahl der Knoten unge-
raden Grades in einem Graphen gerade ist, aber
ohne den simplen kombinatorischen Beweis (mit
doppeltem Abzahlen), der doch nur ein, zwei Zei-
len benotigte. Wie kiirzeste Wege berechnet wer-
den, wird nicht beschrieben. Wie man schliefSlich
ein optimales perfektes Matching mit (kiirzesten)
Wegen fiir die Knoten ungeraden Grades findet,
ist tiberhaupt nicht trivial und bleibt génzlich un-
erwdhnt. Alles bleibt nur rezepthaft. Modellierung
genitigt sich also anscheinend selbst und schert sich
nicht um Begriindungen — aber ohne Beweise gibt
es keine Mathematik.

Um mit Thomas Jahnke zu sprechen, sollten
Anwendungsaufgaben die Sache ernst nehmen,
die Mathematik ernst nehmen und die Schiiler
ernst nehmen (vgl. Kirsch 1995). Nichts von dem
ist mit dem Miillabfuhrkapitel aus dem Modellie-
rungsbuch erfiillt.

Eingekleidete Aufgaben benutzen die Welt,
um Mathematik zu verstehen. Anwendungs-
aufgaben benutzen Mathematik, um die Welt
zu verstehen. Beide Aufgabenausrichtungen
sind sinnvoll, berechtigt und notwendig. Lus-
tig, missverstandlich und zuweilen schlimm
wird es nur, wenn man die eine mit
der anderen verwechselt. (Thomas Jahnke;
s. http://www.brd.nrw.de/lerntreffs/mathe/
pages/magazin/leute/jahnke.php)

Hier ist es schlimm.

Die Originalvorlage zu jenem Kapitel ,Opti-
male Routenplanung bei der Miillabfuhr” ist das
ausfiihrlichere Kapitel ,Mathematik ftir die Miill-
abfuhr” aus dem etwas fritheren Buch , Kombi-
natorische Optimierung erleben” (Huffmann und
Lutz-Westphal 2007), das wohl die Berliner Miill-
abfuhr — metaphorisch gesehen — im Blick hat-
te. Obwohl kiirzeste-Wege-Probleme und spezielle
FluBprobleme dort etwas in Lange diskutiert wer-
den, wird das viel aufwendigere gewichtete Mat-
chingproblem in vollstaindigen Graphen, an dem
man nicht vorbeikommt, gar nicht behandelt — weil
das den Rahmen dieses Buch gesprengt hitte. Wel-
chen Sinn macht es dann, ein in diesem Kontext zu
schweres Problem anzureifien?

Nicht gesprengt hétte diesen Rahmen der ab-
schlielende einfache Korrektheitsbeweis fiir die
vorgenommene hierarchische Vorgehensweise zur
Losung des ungerichteten Brieftrdgerproblems, bei
der erst (1) die Distanzen zwischen den Knoten
ungeraden Grades bestimmt (und zugehorige kiir-
zeste Wege abgespeichert) werden, (2) das perfekte
Matchingproblem in dem vollstindigen Hilfsgra-
phen auf der Menge der Knoten ungeraden Gra-
des bzgl. dieser Distanzen gelost wird, die Mat-
chingkanten dann durch kiirzeste Wege realisiert
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werden, deren Kanten in dem urspriinglichen Gra-
phen zu verdoppeln sind, und schliefilich (3) mit
der so vorgenommenen Eulerisierung eine Euler-
tour mit dem Hierholzer-Algorithmus konstruiert
wird. Es ist namlich a priori gar nicht klar, warum
die hinzuzunehmenden Kopien von Kanten im
Eulerisierungsschritt sich im Optimalfall in kan-
tendisjunkte Wege zwischen Knoten ungeraden
Grades gruppieren lassen. Unbewufit ablaufende
Plausibilitdtstiberlegungen reichen da nicht aus.
Fiir den Beweis kann man die Kantengewichts-
funktion als lediglich nichtnegativ voraussetzen:
Jeder Kreis von Kantenkopien fiir die Eulerisie-
rung beeinflufit nicht die Gradparititen und kann
aus einer optimalen Losung entfernt werden und
hat somit notwendigerweise Gewicht gleich Null.
Die restlichen Kantenkopien bilden einen Wald,
dessen Zusammenhangskomponenten also Baume
sind. Jeder Baum mit 2k > 0 Knoten ungeraden
Grades, der noch nicht ein Weg ist, kann sukzes-
sive in k disjunkte Wege zwischen Knoten ungera-
den Grades zerlegt werden, allerdings nicht gree-
dy, sondern peripher etwa mittels einer Extremal-
wahl: Im rekursiven Schritt sucht man von einem
festen Endknoten (Wurzel) aus einen letzten Ver-
zweigungsknoten. Von diesem Knoten aus gibt es
von der Wurzel weggerichtet zwei Teilwege, die
zusammengesetzt einen gewiinschten Weg erge-
ben, dessen Kanten entfernt werden konnen, so
daB ein Baum mit 2(k — 1) Knoten ungeraden Gra-
des zuriickbleibt, in dem die Gradparititen immer
noch die gleichen sind. Ein solches Finale hitte
sich doch der mathematisch interessierte Leser si-
cher gewiinscht, wenn schon das Schwierige ein-
fach beiseite gelassen wurde, um das Lesen zu ver-
einfachen.

Vereinfachen

Eines der Postulate des Modellierens ist das Ver-
einfachen. Ein aus der Praxis stammendes Opti-
mierungsproblem kann jedoch nicht nach Gusto
und Vermogen des Modellierers vereinfacht wer-
den, ohne daff hinreichende quantitative Argu-
mente ins Feld gefiihrt werden, d. h. daff die Mifs-
achtung gewisser Vorgaben fast gar nicht (jeden-
falls in mefsbarer und abschitzbarer Weise) die
Qualitit der Losung beeintrachtigen kann. Wenn
allerdings ein NP-schweres Problem durch den
Modellierer flugs in ein NP-leichtes Problem um-
gewandelt wiirde, so wdre das keine Vereinfa-
chung sondern Hokuspokus, das den Leser und
Lernenden um das wirkliche Bemtihen bringt, ei-
ner praktischen (Ndherungs-)Losung der schwie-
rigen Aufgabe ndher zu kommen. Schon Kirsch
(1977) hat das ,intellektuell ehrliche” Vereinfachen
eingefordert.

11
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Auch die Siidtiroler Hubschrauberaufgabe zur
Rettung verletzter Skifahrer aus den beiden schon
erwdhnten Modellierungsbiichern wurde grob
(und unehrlich) vereinfacht und zwar in der Weise,
daff die schneebedeckten Berge vom Modellierer
platt geklopft wurden, so dafl man sich eigentlich
in der norddeutschen Tiefebene wihnen konnte,
wo man zwar besser mit dem Hubschrauber her-
umfliegen, allerdings nicht so gut Skifahren kann.
Die Distanzen werden euklidisch berechnet, und
es wird nicht einmal der Versuch unternommen,
wahre Hinflugzeiten (bei notigem Umfliegen von
Bergketten und Aufsteigen zum Unfallort) mit den
Distanzen zu vergleichen. Eine euklidische Losung
miifite zumindest heuristisch nachgebessert wer-
den. Der Grund fiir die Abkehr von den wirklichen
und praktischen Erfordernissen ist naheliegend: Es
lag und liegt iiberhaupt kein real gestelltes Pro-
blem vor, wo man durch Nachfragen die fehlen-
den Informationen hitten einholen kénnen; dies ist
umso befremdlicher als das Buch von Ortlieb et al.
(2013) ,Fallstudien” verspricht. Stattdessen hatte
man sich im Internet inspirieren lassen und die 109
Positionsdaten aus einem Projekt der Technischen
Universitat Kaiserslautern gefischt (vgl. Schwarze
und Horn 2004), das ihre Wurzeln hatte in einer
Kooperation mit dem Deutschen Schulamt, Schule
Stidtirol: Im Jahre 1998 hatten die dortigen 3. Mo-
dellierungswochen u.a. ,Optimale Stationierung
von Hubschraubern der Landesflugrettung” zum
Thema (Herbst 2005).

Die Rettungshubschrauber fungieren nur als
scheinbar hiibsche Metapher fiir den Bezug auf eu-
klidische Distanzen, denn es handelt sich um eine
ganz gewohnliche Aufgabe der Angewandten Ma-
thematik (aus dem Gebiet der optimalen Standort-
wahlen des Operations Research), die nur posthoc
winterlich eingekleidet wurde. Fiir die Hubschrau-
beraufgabe ist umgekehrt das simple Entkleiden
der einzig noétige Schritt, um zur Mathematik zu
gelangen. Das IQB (Institut zur Qualitdtsentwick-
lung im Bildungswesen; http://de.wikipedia.org/
wiki/Bildungsstandards) wiirde bei solchen Auf-
gaben konstatieren:

Zu ihrer Bearbeitung ist es meistens ausrei-
chend, den der Einkleidung zugrunde gelegten
Algorithmus freizulegen und abzuarbeiten.

Laut IQB reicht das aus zur Aberkennung des Sta-
tus ,Modellierungsaufgabe’.

Beim Losen von realen Problemen ist eine ge-
wisse Form der Vereinfachung sicher legitim und
manchmal unabdingbar —

dies soll jedoch nicht als Freibrief fiir beliebige
Vereinfachungen und Trivialisierungen aufge-
falit werden. (Humenberger und Reichel 1995)
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Welche Vereinfachungen angemessen sind, kann
nur anhand der wirklichen Problemstellung und
den Methoden der Teilgebiete der Mathematik,
die dabei zum Tragen kdmen, entschieden werden.
Im Falle der Optimierung kann das durchaus ei-
ne schmale Gratwanderung zwischen Trivialisie-
rung und Machbarkeit sein, die gute Methoden-
kenntnisse voraussetzt und somit ad hoc von einem
Lernenden und Fachfremden gar nicht erfolgreich
durchgefiihrt werden kann.

Bei nédherer Betrachtung und genauerem Hin-
horen, was von den betroffenen Briefzustellern er-
zdhlt wird, ist auch das Problem des Grindel-
Briefzustellers mit dem obigen Grobmodell zu
leicht abgetan. Die vorschnelle Umwandlung
in den ldngenbewerteten ungerichteten Graphen
ignoriert den Sicherheitsaspekt und die Warte-
zeit beim Uberqueren von Strafen. Benutzung von
Fufigangerampeln ist in Hinblick auf eine Unfall-
vermeidung priorisiert, aber es werden nicht belie-
bige Umwege akzeptiert. Mittlere Wartezeit kann
man umrechnen in die Weglinge, die unterdes-
sen gehend und schiebend zurtickgelegt wiirde. Si-
cherheit kostet Zeit, und wieviel Zeit gerade noch
geopfert werden soll, um etwa zur nédchsten Am-
pel zu gelangen, kann durch einen Weglingenma-
lus fiir jede potentielle Risikoquerung einer Strafse
hinzugerechnet werden. Ein addquates ungerich-
tetes Graphenmodell sollte also zumindest zwei
Sorten von liangengewichteten Kanten haben: ei-
nerseits die abzulaufenden Stralenseiten zwischen
Einmiindungen/Kreuzungen als Knotenpunkten
und andererseits die moglichen Querungen zwi-
schen zwei solchen Knotenpunkten (und eventu-
ell weiteren Punkten), deren Gesamtgewicht sich
aus Straflenbreite, umgerechneter mittlerer Warte-
zeit und Sicherheitsmalus zusammensetzt. In Ab-
bildung 1 ist eine Micky-Maus-Version des Grin-
delzustellungsbezirks mit lediglich vier StrafSen-
blocken (Achtung: starke Vereinfachung!) zu De-
monstrationszwecken gezeigt: Die normalen Stra-
lenseiten sind durchgehend und die potentiellen
Uberwege gestrichelt gezeichnet (Abb. 1a, b). Alle
Kanten haben in der Modellierung ihr eigenes Ge-
wicht (als Lange skaliert, in der Abbildung nicht
wiedergegeben). Nunmehr miissen nur alle durch-
gehenden Kantenstticke mindestens einmal durch-
laufen werden. Die verschiedenen Eulertouren in
dem Grobmodell (Abb. 1c¢) unterscheiden nicht die
Anzahl (bzw. Gewichte) der tatsdchlichen Querun-
gen.

Die detailliertere Problemformulierung macht
nun die Bestimmung einer optimalen Briefzustel-
lertour zu einem ,rural Chinese Postman Pro-
blem” (Eiselt et al. 1995b), mitten in der Grofstadt!
Dieses Problem ist im Allgemeinen offensichtlich
NP-schwer, denn man kann das schon erwihnte
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Abbildung 1. Zwei Miniatur-Briefzustellertouren mit (a) 4 bzw. (b) 12 Straflenquerungen, die als zwei gleich lange Eulertouren im
zugehorigen Eulergraphen (c) gelten. Langengewichte sind nicht angezeigt.

,graph-TSP’ auf einem (ungewichteten und unge-
richteten) Graphen G mit n Knoten polynomial
auf dieses zurtickfiihren, indem man jedem Kno-
ten (Stadt) fur das TSP seinen zusétzlichen Knoten
(Vorort) mit einer Endkante (Sackgasse) verbindet,
die wenigstens einmal zu durchlaufen ist, wah-
rend alle anderen Kanten des urspriinglichen Gra-
phen G nur der moglichen Verbindung der Paare
Stadt/Vorort durch eine kiirzeste Rundtour fun-
gieren: In G gibt es genau dann einen Hamilton-
kreis, d.h. eine TSP-Tour der Linge n, wenn es in
dem erweiterten Graphen eine rural Chinese Post-
man Tour der Lange 3n gibt.

Die metaphorische Verfiihrung durch Graphen

Die Arbeit mit Graphen eroffnet die Moglich-
keit, unbefangen und spielerisch mathematisch
zu forschen und dabei abseits vom ansons-
ten eher kalkilorientierten Mathematikunter-
richt mathematische Erfolgserlebnisse zu ha-
ben. (Lutz-Westphal 2005)

Nattirlich kann der Schiiler mit etwas Alltags-
schldue, Herumspielen und dem festen Glauben
an den Dreisatz sich heuristische Strategien {iber-
legen — nur wird er konfrontiert mit dem Brief-
tragerproblem fiir ungerichtete Graphen kaum die
Losung von Edmonds (1965) selbst wiederentde-
cken und beweisen kénnen. Und natiirlich sollte
dabei ein Kalkiil fiir Matchingalgorithmen aufge-
baut werden. Und nattirlich sollte zuvor die algo-
rithmische Behandlung kiirzester-Wege-Probleme
vollzogen sein. Und natiirlich sollte schon zu Be-
ginn klar sein, was hier tiberhaupt Losen bedeutet,
was unter Komplexitdt von Algorithmen zu verste-
hen ist. Es gibt keine Abkiirzung zur Erkenntnis,
die man frei von jeglicher Kenntnis und jeglichem
Ballast, in frohlichem Dilettieren beschreiten konn-
te. Wer kalkiilfeindlich ist, hat offenbar eine falsche
Vorstellung von Kalkiilen und kann keine Mathe-
matik betreiben und so auch keine wirklichen Pro-
bleme, die mathematischer Hilfsmittel bediirfen,

losen. Ein Hamburger Schulbuch (,, Lernumgebun-
gen Mathematik”) fiir die 9. Klasse macht bitter
ernst mit jenem didaktischen Ansatz und stellt das
Problem des Zeitungsaustrager (fiir ein kostenlo-
ses Wochenblatt) vor. In einer Fufsnote wird da das
Stichwort , kiirzeste Wege” genannt. Nun — wenn
der Schulbub, der sich als Zeitungsaustréger et-
was Geld verdienen will, aus Sicherheitsgriinden
die Straflen abgeht wie der Grindel-Briefzusteller,
so zerfdllt das Problem in das Finden einer Euler-
tour (in einem eulerschen ungerichteten Multigra-
phen) und der Suche nach kiirzesten Wegen von
der Wohnung des Buben hin zum Zeitungsdepot
und weiter zum Austragungsbezirk und von dem-
selben Einstiegspunkt der Zustellungstour zuriick
zur Wohnung. Aber wo bleibt da in dieser Umge-
bung die stoffliche Vorbereitung, ndmlich die Er-
stellung kiirzester-Wege-Algorithmen?

Die Verfiihrung durch Graphen besteht auch in
dem Sinne, dafs man allzu leicht verkennt, daf3 die
graphentheoretische Sprechweise gar nicht not-
wendig ist, um etwa das Problem des Grindel-
briefzustellers (unter Ignorierungen der Strafien-
querungen) zu losen — schliefilich hat auch Euler
nicht Graphentheorie als solche betrieben. Da wird
die graphentheoretische Sprechweise als der ent-
scheidende Schritt der ,Modellierung’ angesehen,
obwohl jemand, der nichts von dem kennt, was
sich heutzutage alles unter dem Sammelsurium
,Graphentheorie’ verbirgt, gar keinen Gewinn in
der bloflen Umetikettierung sehen kann. Es lenkt
den Blick von den zielfiihrenden Argumenten und
Konstruktionen eher ab, indem man filschlicher-
weise meint, die Reduzierung auf Punkte und Stri-
che in der Anschauungsebene fithrten schon an
sich zur Losung. Wenn man willens ist, ein Stra-
flennetz in einen Graphen umzuwandeln, dann ist
es ziemlich egal, ob danach ein kiirzestes-Wege-
Problem ansteht oder ein Brieftrégerproblem zu 16-
sen ist. Das Abkoppeln der Losungsmethoden von
dem anfianglichen banalen Modellierungsschritt
ignoriert, daff in manchen Fillen z.B. erst mit
der ganzzahlig-linearen Beschreibung die wirkli-
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che Modellierung und mathematische Arbeit be-
ginnt. Da hat der Modellisierer aber schon langst
das Interesse verloren, weil hier die technische Me-
thodenkenntnis einsetzt, fiir die er sich dann nicht
mehr zustdndig halt — er will ja nur kalkiilfrei ,mo-
dellieren’.

Ein Schiiler oder Student kann nicht ,,unbe-
fangen mathematisch forschen”, wenn ihm keine
mathematischen Werkzeuge in die Hand gegeben
wurden, die schon durch wiederkehrende Ubung
vertraut und verinnerlicht sind. Es sollte eigent-
lich eine Selbstverstindlichkeit sein, daf3s Mathe-
matik im Schulunterricht systematisch aufgebaut
wird, so dafl sich die mathematische Werkzeug-
kiste langsam fullt. Tut sie aber nicht mehr, wie
Wittmann (2014) deutlich macht. Schon Lehramts-
studenten (und andere) unterliegen oft der Illusi-
on, dafs Graphen etwas unmittelbar Anschauliches
und somit Einfaches darstellen. Selbst Argumen-
te und Beweise, durch ein paar Striche und Punk-
te illustriert, bediirfen nur scheinbar nichts An-
deres als des reinen Hinschauens. Da wird leicht
die metaphorische Reprisentation verwechselt mit
dem kombinatorischen Satz und seinem Beweis.
Selbst das kiirzeste-Wege-Problem fiir Graphen
mit nichtnegativ gewichteten Kanten bzw. Pfei-
len stellt eine Herausforderung fiir den Unterricht
dar, auch fiir Lehramtsstudenten an der Univer-
sitdt: Daf$ tiberhaupt der Dijkstra-Algorithmus ei-
nes Korrektheitsbeweises bedarf, wird gerne mit
dem Argument ,das sieht man doch” abgewehrt,
weil die unmittelbare Anschauung tiberhaupt kei-
ne Probleme sieht, wenn zuvor nur die Plausibilitit
des Algorithmus an Beispielen vorgefiihrt wurde.
Zu leicht interferiert die ebene geometrische An-
schauung mit dem eigentlichen kombinatorischen
Inhalt. So wird beispielsweise der Korrektheitsbe-
weis des Dijkstra-Algorithmus bei Huffimann und
Lutz-Westphal (2007) de facto nur fiir positive
Kantengewichte gefiihrt, obgleich fiir nichtnegati-
ve Gewichte behauptet. Dieser unzureichende ,Be-
weis’ wurde tibrigens (ohne Zitierung) von Reiss
und Stroth (2011) in ihrem Buch fiir Lehramtsstu-
denten tibernommen.

Modellisieren

Mathematische Modellbildung (alias mathemati-
scher Modellbau oder mathematische Modellie-
rung) ist schon immer Teil mathematischer Téa-
tigkeit gewesen bei der praktischen Losung von
Aufgaben, von Archimedes iiber Euler und Gauf
bis in die heutige Zeit — damals und vor weni-
gen Jahrzehnten allerdings noch in selbstverstand-
licher Weise und ohne grofies Aufheben. Die Ziele
konnen dabei ganz unterschiedlich sein, z. B. hiefs
es im Falle Dynamischer Systeme weiland: ,Ein
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Ziel des Modellbaus ist, die Organisation eines Systems
zu simulieren und sie damit zu verstehen” (Ebenhoh
1975). Verstehen der Phdnomene war also hier ge-
fragt. Das ist durchaus etwas Anderes als eine Mo-
dellbildung auf dem Gebiet der Optimierung, um
rein technisch eine (fast) optimale Losung inner-
halb akzeptabler Computerzeit zu erreichen. Das
Verstehen betrifft hier den Einsatz mathematischer
Hilfsmittel und bedarf einiger spezifischer inhalt-
licher Vorbereitungen:

Um versténdlich zu machen, warum einige Mo-
dellformulierungen gutartiges, andere ein klédg-
liches Laufzeitverhalten haben, werden in ange-
messenem Umfang Algorithmen zur gemischt-
ganzzahligen, linearen und nichtlinearen sowie
globalen Optimierung methodisch behandelt,

wie Kallrath (2013) in seinem Buch zu Fallstudi-
en hervorhebt. Der Modellzweck ist fiir die Vorge-
hensweise entscheidend. Mathematische Modell-
bildung sollte nicht als ein eigenes Gebiet der An-
gewandten Mathematik angesehen werden, son-
dern als ein technisch-konzeptioneller Zwischen-
schritt in der Behandlung eines Problems aus der
Wirklichkeit, der unter Umstidnden erst nach ei-
ner interdisziplindren Phase der Zusammenarbeit
von Theoretikern und Praktikern erfolgt und sich
schliellich auf ein bestimmtes Methodenarsenal
(vulgo Werkzeugkiste) bezieht. Das zur Verfligung
stehende Arsenal als kollektives Fachwissen ist
dann geeignet einzusetzen, anzupassen und gege-
benenfalls zu erweitern.

Ganz im Gegensatz zu diesem Konzept ma-
thematischer Modellbildungen steht das universel-
le und verabsolutierte Konzept des Modellierens,
welches mit dem Buch von Ortlieb et al. (2013)
propagiert wird, das von den konkreten Erforder-
nissen der involvierten mathematischen Teilgebie-
te vollig abstrahiert (obgleich Dynamische Systeme
dabei Gevatter stehen; vgl. Jetschke 1989, Anhang
A.1). Da kénnen letztlich nur Plattheiten allgemei-
ner Natur, eventuell philosophisch verbramt, tib-
rigbleiben. Die Loslosung von den Inhalten fiihrt
zwangsldufig zur Schematisierung und formalen
Abarbeitung des gedachten Modellierungskreis-
laufes, der in seiner einfachsten kolportierten Form
vierschrittig ist, mit ,Modellbildung — Analyse &
Simulation — Interpretation — Uberpriifung’ als die
benannten Téatigkeiten. In Wirklichkeit kdme es je-
doch auf das Verstehen und Behandeln der kon-
kreten Problemstellung an — das Schema als sol-
ches benennt eher Selbstverstiandlichkeiten, selbst,
wenn ein reales und nicht nur ein metaphorisch
formuliertes Problem am Anfang steht. Mit einem
solchen Schema ist der Weg zur Kompetenzori-
entierung geebnet, in dem Glauben, es gibe so
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etwas wie eine abstrakte und {tibertragbare ,Pro-
blemlosekompetenz” und ,, Modellierungskompe-
tenz”. Auch mit Blick auf das dazu korrespondie-
rende kompetenzorientierte Buch von Borromeo
Ferri et al. (2013) wird hier Modellierung {iber-
didaktisiert zu einem fast selbstreferentiellen Sys-
tem, das nicht davor zuriickschreckt, die gedach-
ten Schritte des Modellierungskreislaufes in , Teil-
kompetenzen” umzubenennen (s. auch Greefrath
2010, Tabelle 3.1).

Zur besseren Unterscheidbarkeit mochte ich
fur vorgeschobene ,Modellierung’ solcher Art
einen anderen Begriff verwenden, namlich Model-
lisieren (= Modellieren + Didaktisieren). Beim Model-
lisieren zum alleinigen Zwecke des Unterrichtens
an Hochschule oder Schule ist es im Gegensatz
zur Modellbildung irrelevant, ob die gegebene Fra-
gestellung real oder erdacht ist. Selbst bei realen
Fragen kommt es nicht mehr darauf an, die Teile
einer Theorie zu verstehen, die bei einer mathe-
matischen Losung letztlich zum Einsatz kommen,
sondern nur darauf, Detailfragen an der Oberfla-
che zu diskutieren und dabei die Hauptkompo-
nenten des gesamten mathematischen Modellbil-
dungsprozefles beweislos vorwegzunehmen oder
teilweise schlicht zu ignorieren. Das Ziel ist also,
nicht mehr ein wirkliches Problem zu verstehen
und zu 16sen, sondern nur einen didaktischen Stell-
vertreter nach gewissen formalen Regeln abzuar-
beiten — wie man mit Gruschka (2011) formulieren
konnte — in der Illusion, man wiirde dabei lernen,
wie man praktische Probleme mit Hilfe der Mathe-
matik 16ste.

Scheinmodellieren

Die Schule geht noch einen Schritt weiter, indem
dort in der Regel sowieso keine komplexe Mo-
dellierung, noch nicht einmal Modellisierung im
Hochschulsinne durchgefiihrt werden kann (au-
3er bei fachiibergreifenden Projektthemen), son-
dern nur Héappchen davon als sogenannte ,,Mo-
dellierungsaufgaben”. Diese sind jedoch oft kei-
ner Modelli(si)erung entnommen, sondern sind
ganz gewoOhnliche, oft mehrfach unterteilte Auf-
gaben, die an den Haaren herbeigezogen in ein
alltagssprachliches Gewand gehiillt wurden (Ban-
delt und Weidl 2015). Diese Kiinstlichkeit sieht
man solchen Aufgaben, insbesondere den Zen-
tralabituraufgaben unmittelbar an (Jahnke et al.
2014). Im Unterschied zu einer iiblichen einge-
kleideten Aufgabe, die als solide Alltagsfragestel-
lung durchgehen konnte, fillt die kohdrente Ein-
kleidung der Teilaufgaben einer sogenannten Mo-
dellierungsaufgabe insgesamt oft recht barock aus,
so dafl man schon von karnevalistischer Verklei-
dung oder Kostiimierung sprechen kann. Das Ent-
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kostiimieren wird dann als anspruchsvolle ,Model-
lierung’ deklariert und von Aufgabenstellern tiber
Fachdidaktikern bis Schulsenatoren als ernsthaf-
te mathematische Téatigkeit angesehen. Manchmal
fallt die Kosttimierung einer solchen Aufgabe aber
auch so mager aus, dafs — um in der Karnevals-
metapher zu bleiben — nur eine Narrenkappe auf-
bzw. abgesetzt werden mufi. Z.B. in Abschnitt
9.3.4 (,,Die Abwasserleitung”) des Buches von Bor-
romeo Ferri et al. (2013) muff man lediglich fiir
,Orte” ,Punkte’ und fiir ,Leitung” ,Strecke’ sa-
gen (und ein wenig préaziser formulieren), und die
(wohlbekannte) rein mathematische Aufgabe steht
da. Es geht sogar noch schlichter, sozusagen mit
einer Pappnase als einziges Utensil der Kostiimie-
rung, etwa im Falle der Aufgabe 2.2.3 ,Apfelkauf
(Anforderungsbereich 1)”, gemafs Auszug aus den
Handreichungen zu VERA 8 Mathematik 2009 des

1QB:

4kg Apfel kosten 9,60 €. Berechne wieviel 6 kg
von derselben Sorte kosten.

Dazu schreibt das IQB:

Dies ist eine — empirisch — sehr einfache Model-
lierungsaufgabe, die gleichsam bei ihrer Bear-
beitung das Durchlaufen der einzelnen Schritte
des Modellierungskreislaufs erfordert.

Da mufs gleichsam Adam Ries ein Pionier des Mo-
dellierungskreislaufens gewesen sein, obwohl er
das mit dem Apfelkauf in weit weniger als sie-
ben Schritten geschafft hitte. Sein weiland popu-
lares , Rechenbuch auff Linien und Ziphren in al-
lerley Hanthierung” kénnte dann eine Lektiire fiir
fachertibergreifenden problemorientierten Unter-
richt in Mathematik, Deutsch und evtl. Latein ab-
geben, z. B. die Regula Detri behandelnd (Ries 1574,
S.16—21).

MAU an der Schule

Wenn Mathematik sich ausschliellich in der Of-
fentlichkeit und im Unterricht hinter Alltags- und
Umweltproblemen verschanzen muf, um wahr-
und aufgenommen zu werden, dann verliert die
Mathematik schleichend ihre Eigenstandigkeit als
Unterrichtsfach. Dann konnte etwa die Schulma-
thematik eines Tages in einen Verbund MAU (Mo-
dellierung — Alltag — Umwelt) aufgehen (bzw. un-
tergehen), was sich perfekt gesellen wiirde zu den
schon real existierenden Verbtinden NWA (Natur-
wissenschaftliches Arbeiten) und EWG (Erdkun-
de — Wirtschaft — Gesellschaft) im neuen baden-
wiirttembergischen Bildungsplan fiir die Gemein-
schaftsschule. Andere Bundeslinder sind auch
schon auf diesen Verbundzug ,der neuen Dis-
ziplinlosigkeit” (Liessmann, 2014, Kap. 4) auf-
gesprungen. In letzter Konsequenz braucht man
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dann keine Mathematiklehrer mehr, sondern nur
noch solche, die didaktisch instruiert als Lern-
begleiter schiilerorientiert MAU unterweisen kon-
nen.

Problemorientierung, Realitdtsbezug, Realitéts-
nihe und Authentizitit sind die Worthiilsen, die
das Lehren von Mathematik mit erdachten Aufga-
ben in fiktiven Lernumgebungen begleiten. Es ver-
schmilzt Realitdt mit Fiktion. Fur die Kennzeich-
nung der echten Probleme der echten Wirklichkeit,
aus denen die Mathematik auch, aber nicht nur,
schopft, fehlen dann die Worte, so dafi sie in die-
ser Umgebung mehr als real, geradezu surreal wir-
ken miissen. ,Modellierung’ ist heutzutage, meta-
phorisch gesprochen, wie ein Weifier Zwerg, der
in seinem vorldufigen Endstadium alles an Aufga-
ben und Problemen, was es in seinem Einzugsfeld
gibt, akkretiert, von der Regula de tri des Apfel-
kaufs auf dem Markt bis hin zur Frage, wie ein
Stern Materie im interstellaren Medium akkretiert
(Hoffmann und Witterstein 2013, Kap. 6.3).

Es ist bezeichnend, dafi Beweisen und Ver-
stehen bei dem Problemkreis , Optimierungspro-
bleme” in der Sekundarstufe II nicht als explizi-
te Ziele des Mathematikunterrichts genannt wer-
den, sondern nur ,heuristisches und algorithmi-
sches Arbeiten” (Leneke 2011). Der Unterschied
zwischen , Algorithmus” und ,Heuristik” wird
dabei verwischt. Hier wird also nicht nur die
Mathematik ausgeklammert, sondern auch noch
das notige Grundwissen hinsichtlich Algorith-
men und Datenstrukturen der Informatik bana-
lisiert. Es fehlt der systematische stoffliche Auf-
bau, der facheriibergreifend natiirlich schon viel
frither hatte Grundlagen legen miissen anhand
Themen der Arithmetik, wie etwa schriftlicher
Rechenverfahren, des euklidischen Algorithmus,
Horner-Schemas mit all ihren historischen Bezii-
gen. Im Allgemein(un)wissen ,wird der Algorith-
musbegriff noch sehr stark mit dem des Rechenvor-
gangs identifiziert” (Ziegenbalg et al. 2010). Das
spiegelt sich auch in den zu nationalen und in-
ternationalen Testzwecken verordneten Bildungs-
standards fiir den Schulunterricht wider, bei de-
nen das Thema , Algorithmus” unverstandlicher-
weise unter der ,Leitidee Zahl” zwecks Klassifika-
tion abgelegt wird. Stattdessen sind die Merkmale
,Effektivitiat’ (Endlichkeit, Korrektheit) und ,Effizi-
enz’ (hinsichtlich Speicherplatz und Laufzeit) fun-
damental fiir Algorithmen.

Zentralabituraufgaben der Schule - als ex-
tremer Reflex des herrschenden Modellierungs-
dogmas — dokumentieren den Kostiimzwang, bei
dem eher die Kostiime denn die dahinterste-
henden einfachen mathematischen Aufgabentypen
jahrlich auswechselt werden (Jahnke et al. 2014).
Immer wieder werden bei technischen (Schein-)
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Anwendungen die physikalischen Notwendigkei-
ten gar nicht addquat berticksichtigt (Baumann
2011, 2014; Walser 2011). Fiir das ,teaching to the
test” muf$ der Schiiler nur darauf vorbereitet wer-
den, daf er sich nicht darin verliert, die eigentlich
notige Physik, Biologie etc. dabei zu durchdenken
und begreifen (weil es ja gar nicht darum geht),
und geschult werden, sich in die Phantasievorstel-
lungen der Lehrkrifte, die solche Aufgaben wil-
lens sind zu entwerfen, einzufiihlen, damit die rein
schematische Entkostiimierung schnell und unpro-
blematisch gelingt. Das hat mit Mathematik nichts
zu tun. Der Rest geht dann meist nach eintibbarem
Schema, rezepthaft halt.

Wirkliche mathematische Modellierung jenseits
einfacher Sachaufgaben wire vom Schwierigkeits-
grad her ohnehin fiir eine Abiturpriifung unan-
gemessen. Solche Realprobleme sind in der Re-
gel komplex und schwierig und wiirden nur un-
wirklich werden durch eine zu Priifungszwecken
vorgenommene Trivialisierung. Dennoch konnte
im Unterricht sehr wohl bei ausgewédhlten The-
men mathematische Modellierung, etwa bei Be-
handlung einfacher physikalischer Probleme, zum
Tragen kommen, die dann vertieft wird (Bender
2007). Jedoch gerade die vordergriindig nutzen-
und kompetenzorientierte Ausrichtung der Schul-
mathematik des letzten Jahrzehnts hat solchen An-
sdtzen faktisch die fachliche Grundlage entzogen
(Wittmann 2014).

MAU an der Universitit

Was sich an den Hochschulen, gerade in der Leh-
rerausbildung, unter ,Einfithrung in die (mathe-
matische) Modellierung” verbirgt, kann im Ex-
tremfall plumpes Modellisieren sein, bei dem eine
bekannte Metapher fiir eine wohlbekannte mathe-
matische Problemstellung — entweder so wie sie
ist oder neu eingekleidet — als Problem aus dem
Alltag oder der Umwelt vorgestellt wird. Dabei
kommt durchaus das Mittel der Tauschung in Hin-
blick auf ,Fallstudien” zum Einsatz, indem eine
reale Information (,,Im Jahr 2005 wurden in Hamburg
753 990t Miill aus privaten Haushalten und Geschiif-
ten durch die Stadtreinigung Hamburg entsorgt”) vor-
weggeschickt wird, die nur der Einstimmung und
Ausschmiickung dient und letztlich vollig irrele-
vant ist. Im Falle der Hubschrauberaufgabe dessel-
ben Buches (Ortlieb et al. 2013) werden zwar nach-
vollziehbare geographische Positionsdaten (Tabel-
len 8.1 und 8.2) présentiert, die dem Leser vorgau-
keln, daf} ihm alle notige Information zur Verfii-
gung stiinde. Hier wiirde eine wirklich interdis-
ziplindre Aufgabe, die die Zusammenarbeit von
Hubschrauberpiloten, Arzten, Polizei, Krankenh-
ausbetreibern und anderen erforderte, unbotmaflig
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abgekiirzt — wenn sie denn in der Praxis iiberhaupt
in dieser Weise so gestellt wiirde.

Das ,Modellieren’, wie es in den beiden Sprin-
ger Spektrum Banden ex catedra gepredigt wird,
lafit einen redlichen Realitdtsbezug vermissen.
Obendrein widerspricht die Praxis einiger der auf-
gefiihrten Fallbeispiele bzw. Aufgaben eklatant
den angeblichen theoretischen Anforderungen an
Modellierung — in ein und demselben Buche. Die
traditionellen Lernschwierigkeiten, was Mathema-
tik betrifft, werden nicht dadurch eliminiert, daf3
man die Mathematik faktisch entsorgt und durch
Kompetenzsurrogate im simulierten Modellkreis-
laufen ersetzt und dabei so auf das miihevolle Ver-
stehen und Beweisen fast vollig verzichtet. Die-
se Welt ist weder die der wirklichen Modellie-
rung noch der Mathematik schlechthin, sondern
nur eine Scheinwelt, die sich reifSerisch interessan-
ter (und meist viel zu schwerer) Probleme ober-
flachlich bedient, die sie gar nicht wirklich 16sen
will und kann.

Modellisieren hat nicht das Ziel, Mathematik
zweckorientiert systematisch zu entwickeln, son-
dern aus der Vielfalt von Fragestellungen einige
scheinbar ansprechende Probleme knapp zu um-
reifflen und hochstens ein paar elementare Mathe-
matikschritte auszufiithren. Alles soll interessant
und nichts beschwerlich sein und doch das gute
Gefiihl hinterlassen, dafs man sich mit der wirk-
lichen Realitdt, ganz konkret und nicht abstrakt,
auseinandergesetzt hat, auch wenn alles in Wirk-
lichkeit nur reine Fiktion bleibt. Fiir die fehlende
Mathematik wird Ersatz geschaffen, indem man
das Modellisieren theoretisch und didaktisch da-
durch tiberhoht, dafl man scheinbare Gesetzmai-
Bigkeiten der Bearbeitung postuliert und Kompe-
tenzerwerb als Gewinn in Aussicht stellt.

Ein legitimes Ziel an der Universitidt wére hier,
statt Modellisierens z.B. Grundtypen von mathe-
matischen Anwendungsaufgaben mit ihren Losun-
gen systematisch zu behandeln. Nattirlich bedeu-
tet Losen immer, daf$ zuvor oder dabei eine Theo-
rie mit Methoden aufgebaut wird, die fiir solche
Aufgabentypen zum Einsatz kommen kann. Inso-
fern ist der Ansatz von Reiss und Stroth (2011)
durchaus ein mathematischer: ,Wir wollen dabei
nicht nur die Anwendung darstellen, sondern auch die
Theorie am konkreten Problem entwickeln.” Die Auto-
ren entscheiden sich auch konsequent, nur das ge-
richtete Chinesische Brieftragerproblem durchgan-
gig zu behandeln, weil sie in dem Rahmen ihres
Buches die notige Theorie auch prasentieren kon-
nen.

Ein Kurs oder ein Buch mit dem Titel ,Ein-
fithrung in die (mathematische) Modellierung” ist
in der Regel irrefithrend bezeichnet, weil er sug-
geriert, es gédbe die Modellierung schlechthin, die

DiskussioN

man ohne konkreten inhaltlichen Ballast eintiben
konnte, etwa unter dem Motto , Wer Modellieren
lernen will muss modellieren” (Ortlieb et al. 2013).
Nattirlich sollte auch mal Raum sein, daruiber zu
reflektieren, was in erkenntnistheoretischer Sicht
Modellbildung in verschiedenen Kontexten bedeu-
tet und welche Rolle die Mathematik dabei spielt
oder spielen konnte (vgl. Glinz 2004). Auf jeden
Fall setzt ein solcher Kurs bereits eine gewisse
Kenntnis von Mathematik/Informatik und realen
Problemsituationen voraus. Ein begleitender ,Ga-
lopp durch’s Instrumentarium” der Mathematik
(Bungartz 2005) wiirde im Lehramtsstudium an
den Zuhorern nur vorbeirauschen.

Stattdessen sollten Kurse konkreter den Aus-
schnitt des Teilgebiets benennen, der mit Blick auf
wirkliche Anwendungen und echte Fallstudien ex-
emplarisch erarbeitet werden soll, also z. B. , Linea-
re Optimierung mit Fallbeispielen” oder ,Linea-
re Differentialgleichungssysteme mit Anwendun-
gen”. Gerade die Beschriankung auf verschlank-
te und relativ einfache Theorien, die aber doch
reichhaltige Anwendung bieten und somit wirk-
lich Theorie mit Praxis verbinden, sind im Lehr-
amtsstudium fiir die Sekundarstufen iiberzeugen-
der als ein oberflachliches Modellisieren, das Pro-
blemlosen mit Wirklichkeitsverlust einlost (Wiech-
mann 2014) und der schulischen Scheinmodellie-
rung Tir und Tor 6ffnet (Bandelt und Weidl 2015).
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