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Arnold Kirsch und der Begriff Größenbereich

Heinz Griesel

Defizite in der wissenschaftlichen Bearbeitung
von Inhaltsbereichen der Schulmathematik

Als die Didaktik der Mathematik sich in den
1950er Jahren anschickte, eine eigenständige wis-
senschaftliche Disziplin zu werden, musste kon-
statiert werden, dass Teile des mathematischen
Schulstoffes bisher noch keine grundlegende, zu-
sammenhängende fachinhaltliche Bearbeitung er-
fahren hatten. Dieses Defizit betraf u. a. den ge-
netischen, anwendungsorientierten Aufbau des Zahlen-
systems und die sog. Schlussrechnung (Dreisatzrech-
nung).

Zwar existierte ein genetischer Aufbau des
Zahlensystems, doch war dieser rein innermathe-
matisch, also anwendungsfern. So klaffte z. B. zwi-
schen der in der Schule unterrichteten Bruchrech-
nung und der an den Universitäten üblichen Ein-
führung der (positiven) rationalen Zahlen und deren
Verknüpfungen Addition und Multiplikation eine
große Lücke.

Natürlich wurde im Zuge der Wissenschafts-
orientierung des Unterrichts (Griesel 1997a) der
Versuch unternommen, das Curriculum zum Auf-
bau des Zahlensystems stärker an die Universitäts-
mathematik anzugleichen. Diese Tendenz war in
der DDR stärker zu erkennen als in der BRD. Al-
le diese Versuche mussten jedoch letztlich als ge-
scheitert angesehen werden.

Aus ersten Versuchen von mir (Griesel 1959),
diese Lücke zu schließen, kam es zu einer Zu-
sammenarbeit und späteren persönlichen Freund-
schaft zwischen Arnold Kirsch und mir.

Auch für Gebiete des Sachrechnens, z. B. für
die Dreisatzrechnung (sog. Schlussrechnung) existier-
te keine wissenschaftliche Bearbeitung in der Wis-
senschaft Mathematik.

Zur Definition des Begriffs Größenbereich

Wir stellten schnell fest, dass Größen eine zentrale
Rolle spielten, und zwar vor allem die Größen An-
zahl, Länge, Flächeninhalt, Volumen, Masse, Zeitdauer
und Geld. Sie kommen als Unterrichtsgegenstand
schon in der Grundschule vor und mussten daher
genauer betrachtet und wissenschaftlich bearbeitet
werden. Die Worte Größe oder Größenwert kamen
bis dahin fast nicht in Lehrplänen und Schulbü-
chern vor. Man sprach bei Termen wie 7 cm oder
250 kg von benannten Zahlen. Das änderte sich jetzt,
übrigens auch in der DDR.

Größen spielten aber auch eine Rolle beim an-
wendungsorientierten Aufbau des Zahlensystems.

Doch wie war der Begriff Größe zu definieren?
Als erster hat dies Lugowski versucht (Lugowski
1962). Er führte den Begriff Größenbereich ein. Grö-
ßen waren Elemente eines solchen Größenbereichs.
Dies geschah in seiner Habilitationsschrift an der
PH Potsdam (DDR).

Durchgesetzt hat sich jedoch die Definition von
Kirsch (1970). Im seinem Buch Elementare Zahlen-
und Größenbereiche gibt Arnold Kirsch einen an-
wendungsorientierten Aufbau des Zahlensystems
auf der Basis des Begriffs Größenbereich nach dem
damaligen Erkenntnisstand an. Das war eine epo-
chale Leistung.

Arnold Kirsch definiert den Begriff Größenbe-
reich als angeordnete, kommutative Halbgruppe
(G,+,<), für die zusätzlich gilt: x < y ⇔ ∃z ∈
G : x + z = y (für alle x, y ∈ G).

Die oben aufgezählten Größen bilden jeweils
einen Größenbereich.

Einen anwendungsorientierten Aufbau des
Zahlensystems, wie ihn Arnold Kirsch in seinem
Buch angibt, hatte schon der weltberühmte Pionier
der modernen Logik Gottlob Frege in seinem Werk
Grundgesetze der Arithmetik (Frege 1893 und 1903)
durchführen wollen, allerdings nicht vollständig
zu Ende gebracht, weil Bertrand Russel inzwischen
aus den mengentheoretischen Überlegungen Fre-
ges die später sog. Russellsche Antinomie gefolgert
hatte. Frege war so schwer getroffen, dass er sein
Werk Grundgesetze der Arithmetik unvollendet ließ.

Frege lehnte einen anwendungsfreien, inner-
mathematischen Aufbau des Zahlensystems ab,
wie er überhaupt eine Mathematik ohne ontolo-
gische Bindung, wie sie Hilbert propagierte, ab-
lehnte. Er verlangte, dass die Verwendung der Zah-
len zum Messen in deren Definition mit einzube-
ziehen sei (vgl. Griesel 2007). Er führte dazu den
Begriff Größengebiet ein. Doch verwendete er da-
bei seine Begriffsschrift, die nur sehr mühsam zu
lesen und zu verstehen ist. Wir Didaktiker ha-
ben das nie versucht, so dass wir auch nicht ent-
deckt haben, dass eine Rekonstruktion der Über-
legungen Freges mit den Mitteln der modernen
Strukturmathematik zu dem Ergebnis geführt hät-
te, dass Größengebiet nach Frege und Größenbereich
nach Kirsch übereinstimmen. Erst die philosophi-
sche Neo-Frege-Bewegung mit Crispin Wright (St.
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Andrews) und Bob Hale (Sheffield) als Hauptver-
treter hat das Werk Grundgesetze der Arithmetik von
Frege aufgearbeitet und dieses Ergebnis erkenn-
bar gemacht (Hale and Wright 2001, S. 405, Grie-
sel 2007). Immerhin wird dadurch die grundsätzli-
che Bedeutung der Definition von Kirsch unterstri-
chen.

Größenbereich und Schlussrechnung

Der Begriff Größenbereich erwies sich noch in einer
weiteren Hinsicht als bedeutsam.

In seiner ebenfalls epochalen Arbeit Eine Ana-
lyse der sogenannten Schlussrechnung (Kirsch 1969)
zeigte Arnold Kirsch nämlich, dass bei den Aufga-
ben der Schlussrechnung jeweils Situationen vor-
liegen, bei denen eine sog. proportionale Abbildung
eines Größenbereichs auf einen anderen Größenbereich
bzw. auf denselben Größenbereich existiert und ent-
sprechend definiert werden kann.

Diese Arbeit hat einen großen Einfluss auf die
Lehrpläne der Bundesländer und die Curricula der
Schulbücher ausgeübt. Statt von ist proportional zu
wurde jetzt in fast allen Lehrplänen, in den Lehr-
büchern und im Unterricht von proportionalen Zu-
ordnungen gesprochen. Das wäre möglicherweise
nicht so gekommen, wenn es nicht auf Anhieb ge-
lungen wäre, ein sehr praktikables Curriculum der
Schlussrechnung zu entwickeln, das in der Lehrer-
schaft Zuspruch und in Lehrbüchern nachahmen-
de Anregung fand. Das war damals (in den 1970er
Jahren) eine Gemeinschaftsarbeit, an der außer Ar-
nold Kirsch und mir vor allem Helmut Postel, Er-
win Hollmann und Gerhard Holland beteiligt wa-
ren.

Übrigens hat man damals auch in der ehemali-
gen DDR versucht, der sog. Schlussrechnung eine
mathematische Grundlegung zu geben, deren Er-
gebnisse auch bis in das Curriculum des dortigen
Einheitsschulbuchs vorgedrungen waren. Es wür-
de zu weit führen, das hier im Einzelnen darzu-
stellen. Immerhin hat man damals in Ost und West
das gleiche Problem erkannt und wissenschaftlich
zu bearbeiten versucht.

Vom Begriff Größenbereich zum Begriff der
Größe

Nichts ist so gut, dass es nicht weiterentwickelt
werden sollte.

Arnold Kirsch hatte damals noch nicht die Re-
lation ist proportional zu definieren können. Nur
der Begriff der proportionalen Zuordnung war von
ihm eingeführt worden. Es gelang nämlich nicht,
mathematische Objekte zu identifizieren, zwischen
denen diese Relation besteht. Das ist erst später ge-
lungen. Dazu bedurfte es der Unterscheidung von

Größe und Größenwert. Zwischen Größen, die in
dieselbe Anwendungssituation eingebunden sind,
kann die Relation ist proportional zu bestehen.

Auch war es nicht möglich, bestimmte Grö-
ßen als Größenbereich aufzufassen. Dazu gehörten
u. a. die thermodynamische Temperatur mit der Ein-
heit K (Kelvin) sowie physiologische Größen, wie
die Lautheit. Das lag darin begründet, dass der Be-
griff Größenbereich eine additive Struktur hat, das
Messen aber eine multiplikative Struktur darstellt.
Messen ist nämlich multiplikatives Vergleichen. Ei-
ne Strecke ist 25 cm lang bedeutet, sie ist 25-mal so
lang wie 1 cm.

Größen sind also Merkmale mit (in der Regel)
mehreren Werten (Ausprägungen), die multiplika-
tiv verglichen werden können. Das multiplikati-
ve Vergleichen, also das Messen, kann man durch
einen Quotienten x/y = µ mit Werten µ in ei-
ner Zahlenmenge (lies: x gemessen mit y ergibt
µ) beschreiben. Dieser Quotient muss (und dar-
in besteht die Präzision des Begriffs multiplikati-
ves Vergleichen) die folgenden Bedingungen erfül-
len (Griesel 1997):

(1) (x/y) · (y/z) = (x/z)

(2) Wenn x/y = 1, dann x = y.

Der Begriff Größenbereich ist dadurch nicht über-
flüssig geworden. Man sollte aber besser von ei-
nem Zusammenfügungsbereich sprechen, weil das
eher der begleitenden Vorstellung entspricht, die
zu diesem Begriff gehört. (Griesel 2013)

Arnold Kirsch hat diese Weiterentwicklung sei-
ner Theorie mit großem Interesse verfolgt und so-
gar in einzelnen Briefen an junge Nachwuchsleute
ausführlich verständlich gemacht und erklärt.

Zum anwendungsorientierten Aufbau des
Zahlensystems

Man kann den Inhalt des Buchs Elementare Zahlen-
und Größenbereich von Arnold Kirsch (1970) als die
Realisierung des Programms ansehen, das Gottlob
Frege mit seinem unvollendeten Werk Grundgeset-
ze der Arithmetik in Angriff genommen hatte.

Doch hat sich auch hier eine Weiterentwicklung
ergeben. In dem Buch erfolgt nämlich ein anwen-
dungsorientierter Aufbau nur für die positiven Zah-
len. Inzwischen ist es auch gelungen, den Aufbau
für negative Zahlen, ja sogar für komplexe Zahlen
so zu gestalten, wie Frege es wollte, nämlich die
Verwendung der Zahlen zum Messen als zentral anzu-
sehen. Auch ist es gelungen, beim Aufbau des Zah-
lensystems von vornherein eine einheitliche ontolo-
gische Bindung der Addition und Multiplikation ein-
zubeziehen. (Griesel 2003, 2005, 2006, 2011, 2011a,
2013, 2013a)
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So sind die Überlegungen von Arnold Kirsch
fruchtbar weiterentwickelt worden.

Primat der Didaktik, Aufgabe der didaktisch
orientierten Sachanalysen

Die hier dargestellten Untersuchungen und Ent-
wicklungen von Arnold Kirsch und deren Wei-
terentwicklungen gehören zu den didaktisch orien-
tierten Sachanalysen. Arnold Kirsch hat jedoch die
Auffassung vertreten und immer wieder bekräf-
tigt, dass für Curriculum Entwicklungen der Pri-
mat der Didaktik gilt. Auch ich stimme dieser Auf-
fassung ausdrücklich zu. Die didaktisch orientier-
ten Sachanalysen liefern Gesichtspunkte, sind aber
bei didaktischen Entscheidungen im Rahmen der
Curriculum Entwicklung nicht allein maßgebend.

Welchen Beitrag können sie dann leisten? Ei-
ne wichtige Aufgabe ist, die mathematische Sub-
stanz, den mathematischen Kern eines Unterrichtsge-
genstandes ans Licht zu ziehen. Das hat schon Wal-
ter Breidenbach so gesehen, wenn er schreibt: „Wir
werden [. . . ] immer von einer Sachanalyse auszu-
gehen haben, um damit jene Stellen mit Sicherheit
zu erkennen, auf denen der Hauptnachdruck des
Unterrichts und der methodischen Überlegungen
liegen muss“ (Breidenbach 1963, S. 20).

Die didaktisch orientierten Sachanalysen soll-
ten auch zum Kern der fachinhaltlichen Ausbil-
dung der zukünftigen Lehrer gehören. Diese ist
m. E. gegenwärtig noch zu weit von den spä-
ter zu unterrichtenden Gegenständen entfernt. Ar-
nold Kirsch hat immer wieder die Auffassung ver-
treten, dass die fachinhaltliche Ausbildung möglichst
dicht an den später zu unterrichtenden Stoffen erfolgen
solle. Es wäre wünschenswert, wenn die didaktisch
orientierten Sachanalysen hier einen nachhaltigen
Einfluss ausüben würden.

Zum Tode von Arnold Kirsch

Noch vier Tage vor seinem Tod habe ich Arnold
Kirsch besucht. Er war schon sterbenskrank. Als
er mich sah, streckte er die Hand zu mir aus. Ein
Lächeln ging über sein Gesicht. Ich werde das nie
vergessen. Doch denke ich auch gerne an die vie-
len Gespräche zurück, die wir in wissenschaftli-
chen und persönlichen Angelegenheiten führten.
Arnold Kirsch war ein brillanter Denker und groß-
artiger Mensch.
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