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Kleine Welten und Netzwerke – Anregungen für die Didaktik

Horst Hischer

In diesem Diskussionsbeitrag wird ein Vorschlag
zur Interpretation von „Vernetzung“ mit Blick auf
mögliche konstruktive und analysierende Anwen-
dungen in der Mathematikdidaktik und in der
Pädagogik angedeutet, ergänzt um wenige inhalt-
liche Anregungen für den Mathematikunterricht.

1 „Vernetzung“ — was ist das eigentlich?

„Vernetzung“ und „Vernetztheit“ sind derzeit be-
liebte Termini in der Presse, aber auch in der Ma-
thematikdidaktik und in der Pädagogik: „Alles ist
vernetzt“. Jedoch scheint kaum Bedarf an einer
expliziten tragfähigen Definition zu bestehen. So
wird in [Brandl & Nordheimer 2011, 144] zu Recht
bezüglich der Lehrpläne der Bundesländer betont:

Was unter Vernetzung jeweils konkret verstan-
den wird, ist selten explizit beschrieben und er-
schließt sich nur mit Hilfe von Beispielen.

Und man begegnet z. T. der Meinung, dass be-
deutende Autoren wie etwa Lietzmann, Witten-
berg und Wagenschein bereits Termini wie „Net-
ze“ bzw. „Vernetzung“ als Metaphern verwendet
hätten. Hierzu sei zunächst auf die „Nachdenk-
seite“ von Götz Eisenberg mit dem Titel „Ver-
netzung“ verwiesen, auf der dieser u. a. schreibt
(vgl. den entsprechenden Link im Enzyklopädie-
Eintrag zu „Vernetzen“ in madipedia.de):

Ich habe gelernt, bei der Verwendung von Me-
taphern Vorsicht walten zu lassen. Man muss
immer darauf achten, in welchen Kontext man

http://madipedia.de
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sich damit begibt und welche Deutungsmuster
man übernimmt. Wer herausfinden will, was ei-
ne Katze ist, sollte auch die Mäuse fragen, und
wer wissen möchte, was Vernetzung ist, sollte
auch die Fische fragen.

Auf meiner Suche nach solchen Metaphern bei
den o. g. Autoren nannte mir Hans Schupp dan-
kenswerterweise Fundstellen bei Wittenberg und
Wagenschein: Sie verwenden hier zwar nicht
die Metaphern „Netz“ oder „Vernetzung“, son-
dern andere wie angeordnete Themenkreise, über-
schaubarer gedanklicher Bau, durchgespanntes
geistiges Gebilde, Vektoren (Wittenberg), ferner
Gewebe, System, Zusammenhang, Knotenpunkt
(Wagenschein), die man allerdings nachträglich
(auch graphentheoretisch) im Kontext von „Netz-
Metaphern“ zu sehen geneigt sein mag. Jedoch ist
anzumerken, dass solche Gebilde oft eine Baum-
struktur aufweisen, wozu mir Anselm Lambert er-
gänzend und bekräftigend mitteilte, dass Lietz-
mann 1949 im Vorwort von „Das Wesen der Ma-
thematik“ Mathematik metaphorisch als Baum be-
schreibt, denn für ihn sei das „historisch gewach-
sen sein“ immer ein sehr wichtiger Aspekt gewe-
sen.

Immerhin wird mit den Umschreibungen die-
ser drei Autoren eine „Beziehungshaltigkeit“ ge-
mäß [Freudenthal 1972, 143] angedeutet, wobei
schon [Wagenschein 1970, 400] sinngemäß von ei-
ner „beziehungsreichen Schlüsselstellung im Ge-
füge der Mathematik“ spricht. Das passt zur „Ein-
bettung der Überlegungen in größere ganzheitli-
che Problemkontexte außerhalb oder innerhalb der
Mathematik“, wie es [Wittmann 1978

2, 125] als ei-
nes der Kennzeichen der „genetischen Methode“
nennt, ferner auch zur von [Vollrath 1976] so ge-
nannten „Verbindung“ (eine der „methodischen
Variablen“), wozu auch Verbindungen des jewei-
ligen mathematischen Inhalts mit anderen, auch
außermathematischen „Themenkreisen“ (s. o.) ge-
hören (vgl. auch die Übersicht in [Hischer 2012,
28–31]).

Gleichwohl ist zu fragen: Wenn „Vernetzung“
oder „Vernetztheit“ nicht deutlich mehr bedeu-
ten sollte als die (selbstredenden?) Bezeichnun-
gen „Beziehungshaltigkeit“ oder „Verbindung“ –
warum wählt man dann den undefinierten und lei-
der vieldeutigen Terminus „Vernetzung“?

Im wissenschaftlichen Diskurs sollten grundle-
gende Termini eigentlich nicht einer subjektiv be-
liebigen Deutbarkeit überlassen bleiben, sie bedür-
fen vielmehr zumindest bereichsbezogener Defi-
nitionen (wobei es deren dann oft konkurrieren-
de bzw. situativ unterschiedliche geben kann und
auch gibt). Da aber „Vernetzung“ mittlerweile so-
wohl in der wissenschaftlichen Didaktik als auch

in der Bildungspolitik bei Lehrplänen und auch
beim Strukturieren von Schulbüchern offensicht-
lich sogar wesentlich verwendet wird, halte ich
eine Begriffspräzision für erforderlich. Der nach-
folgend unterbreitete Vorschlag beruht nicht auf
dem (z. B. im Sinne des ersten Zitats) durchaus be-
gehbaren Weg einer abstrahierenden Analyse all
der Beispiele und Vorschläge, die in der Didaktik
der Mathematik unter „Vernetzung“ bisher subsu-
miert worden sind und werden, sondern es wird
wie folgt gefragt:

Welches Potential bieten einerseits Methoden
und Ergebnisse der sog. Netzwerktheorie für An-
wendungen in der Didaktik und in der Pädago-
gik, und was ergibt andererseits eine abstrahieren-
de Analyse der Bedeutungsvielfalt, die mit „Netz“
(und in der Folge auch mit „Vernetzung“) zu-
nächst im Alltagsverständnis (und damit auch im
außerwissenschaftlichen Bereich) assoziiert wird?

2 Das Kleine-Welt-Phänomen

Stößt man als Fremder zu einer Versammlung und
stellt nach kurzer Unterhaltung fest, dass man mit
einem anderen Teilnehmer einen gemeinsamen Be-
kannten hat, so kommentiert man das sinngemäß
etwa mit „Ach, wie ist die Welt doch klein!“. Doch
was bedeutet das? Ist es tatsächlich eine „Bin-
senweisheit“, dass die Welt immer kleiner wür-
de, wie in http://www.taz.de/!82628/ (gültig am
2. 5. 2014) zu lesen ist? Wohl kaum – immerhin
wird das „Kleine-Welt-Phänomen“ erst seit Ende
der 1990er Jahre statistisch und mathematisch mo-
dellierend seriös untersucht. Dazu zunächst zwei
Beispiele:

2.1 Das Kevin-Bacon-Orakel
Der bis in die 1990er Jahre
kaum bekannte Film- und
Fernsehschauspieler Kevin
Bacon trat früher vor al-
lem in Nebenrollen auf.
1996 war er dann zu inter-
nationaler Bekanntheit ge-
langt, nachdem im Time
Magazine die „The Oracle
of Bacon“ genannte Web-
site oracleofbacon.org des
Informatikers Brett Tjaden

als eine der „Top Ten“ ausgezeichnet wurde. Diese
Website basiert auf imdb.com, der Internet Movie
Data Base, einer ständig aktualisierten und öffent-
lich zugänglichen Datenbank, und sie enthält wei-
tere aktuelle statistische Daten.

Die Eingabe des Namens eines beliebigen re-
gistrierten „Akteurs“ in oracleofbacon.org liefert
eine Zahl aus N ∪ {∞} als „Abstand“ zu Bacon,
genannt Bacon-Zahl dieses Akteurs (z. B. „3“ als

http://www.taz.de/!82628/
http://oracleofbacon.org
http://imdb.com
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Bacon-Zahl von Heinrich George). Das funktio-
niert wie folgt: Im (zeitabhängigen) Zusammenar-
beitsgraphen, dessen Knoten für die in der Daten-
bank erfassten Akteure stehen, verläuft zwischen
zwei Knoten genau dann eine Kante, wenn beide
in mindestens einem Film gemeinsam mitgewirkt
haben. Die Bacon-Zahl eines Akteurs A ist dann
die Länge eines kürzesten Weges in diesem Gra-
phen zwischen A und Bacon, also d(A, Bacon).

Die größte bisher aufgetretene endliche Bacon-
Zahl ist 8 (siehe folgende Tabelle), und die mittle-
re Bacon-Zahl ist seit 1999 erstaunlich stabil, und
das trotz nahezu Verachtfachung der Datenbasis.
Anfang Mai 2014 gab es weltweit nur sieben in
imdb.com registrierte Akteure mit der (größten)
Bacon-Zahl 8, und fast 1.150.000 (rund 64 %) der
Akteure hatten die extrem niedrige Bacon-Zahl 3.

2.2 Die Erdős-Zahl
Die „Erdős-Zahl“ bezieht
sich auf den ungarischen
Mathematiker Pál Erdős
und ist ähnlich wie die
Bacon-Zahl definiert. Der
zeitabhängige Zusammen-
arbeitsgraph aller welt-
weit sowohl lebenden als
auch nicht mehr lebenden,
jeweils publiziert haben-
den Mathematiker(innen)

– „Autoren“ genannt – sei nun Mathematiker-Graph
genannt und mit Cm bezeichnet („C“ steht für
„collaboration graph“).

Genau dann verläuft zwischen zwei Knoten
(den Autoren) von Cm in Analogie zum Akteurs-
Graphen eine Kante, wenn sie mindestens eine
Publikation gemeinsam verfasst haben (wobei auch
weitere Autoren beteiligt sein können). Für al-
le Autoren M ist dann d(M, Erdős) deren Erdős-
Zahl. Cm basiert auf der von der American Mathe-
matical Society gepflegten „MathSciNet“ genannten
Datenbank. Die Erdős-Zahlen sind abrufbar unter
ams.org/mathscinet/collaborationDistance.html.

Die Autoren mit endlicher Erdős-Zahl bilden
den Erdős-Graph Ce (ein Untergraph von Cm). Im
Stand von 2010, bei einer Datenbasis von damals
rund 268.000, war 13 die größte Erdős-Zahl, und
4,65 war die mittlere Erdős-Zahl – ein wie bei der
Bacon-Zahl ebenfalls sehr kleiner Wert (mehr dazu
von Jerry Grossman unter oakland.edu/enp/).

Erdős-Zahl Häufigkeit
2010

Erdős-Zahl Häufigkeit
2010

1 504 8 3146

2 6593 9 819

3 33605 10 244

4 83642 11 68

5 87760 12 23

6 40014 13 5

7 11591

Mittlere Erdős-Zahl: 4,65

Datenbasis: 268.015

2.3 Kleine Welten
Im Erdős-Graphen existiert zwischen je zwei Au-
toren A und B stets ein Weg über Erdős, und weil
die Erdős-Zahl maximal 13 ist, folgt d(A, B) ≤ 26.
Analog ist im Akteurs-Graphen d(A, B) ≤ 16, doch
verschärft gilt sogar d(A, B) ≤ 15. Dieser maxima-
le Knotenabstand eines Graphen ist hier also an-
gesichts der jeweils großen Datenbasen sehr klein.
Damit ist auch der mittlere Knotenabstand jeweils
„relativ klein“ (was als „schnelle Durchsuchbar-
keit“ des Graphen beschreibbar ist), und darüber
hinaus ist er bei beiden Zusammenarbeitsgraphen
sogar nahezu unabhängig von der Knotenanzahl.

In dieser Sichtweise sind die beiden hier vorge-
stellten Graphen Beispiele für Kleine Welten.

2.4 Kleine Welten: „Naben“ und das „Potenzgesetz“
In vollständigen Graphen sind je 2 Knoten direkt
verbunden, d. h., es gilt d(A, B) = 1 für alle Knoten
A und B – und damit ist jeder vollständige Graph
ein trivialer Sonderfall einer Kleinen Welt. Doch
wie kann dann bei großen, natürlichen, nicht-
vollständigen Graphen wie z. B. den gerade be-
trachteten das Kleine-Welt-Phänomen auftreten?

http://imdb.com
http://ams.org/mathscinet/collaborationDistance.html
http://oakland.edu/enp/
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Die Erklärung findet sich oft in der Existenz „we-
niger“ Knoten mit extrem hohem Knotengrad, ge-
nannt „Naben“ („hubs“). Deren Auftreten ergibt
sich in vielen Wachstumsprozessen sowohl empi-
risch als auch modellierend durch “preferential
attachment“: Beim Entstehen neuer Kanten zum
„Andocken“ an vorhandenen Knoten werden Kno-
ten mit relativ hohem Grad bevorzugt. Dieses Prin-
zip heißt “rich get(s) richer“ oder auch (mit Bezug
auf das Matthäus-Evangelium 25, 29) „Matthäus-
Effekt“: „Denn wer da hat, dem wird gegeben wer-
den, und er wird die Fülle haben [. . . ]“

So „sind“ z. B. Bacon und Erdős jeweils Naben
in „ihren“ Graphen (mit jeweils noch weiteren Na-
ben). Naben sind für das Ausfallverhalten von rea-
len „Netzwerken“ bedeutsam: Unter welchen Be-
dingungen bleibt die Funktionsfähigkeit erhalten,
wenn gewisse (nicht zu viele) Knoten oder Kanten
ausfallen? Bei gezieltem Angriff auf Naben (deren
Zerstörung) kann das Netzwerk Schaden nehmen,
im schlimmsten Fall sogar zusammenbrechen. Es
ist dann in diesem Sinn instabil. Werden aber zu
zerstörende Knoten nicht gezielt ausgewählt, son-
dern (in nicht zu großer Anzahl) nur stochastisch
zerstört, so bleibt das Netzwerk funktionsfähig, es
ist stabil. Das wurde sowohl empirisch als auch
in Modellierungen bestätigt (vgl. [Hischer 2014, 29

ff.]).

Die Tabelle links zeigt die Häufigkeits-Vertei-
lung der Knotengrade von Ce im Stand von 2010.

Die erste Abbildung unten stellt diese Daten
graphisch dar, die zweite zeigt den Anfangsteil in
doppelt-logarithmischer Darstellung, und die letz-
te zeigt (erkennbar für die Knotengrade von etwa
3 bis 16) einen vergrößerten mittleren Ausschnitt
mit einem nahezu „geradlinigen Verlauf“, was in
der Netzwerktheorie „Potenzgesetz“ heißt:

Ist k der Grad eines Knotens und p(k) die re-
lative Häufigkeit der Knotenanzahl in dem Gra-
phen mit dem Grad k, so gilt mit einer Konstan-
ten γ für einen großen Bereich von k die Pro-
portionalität p(k) ∼ k−γ („power law tail“). Die
dritte Abbildung liefert γErdős ≈ 2,97, und ana-
log ist γBacon ≈ 2,3. Für Kleine Welten gilt dieses
„Potenzgesetz“ oft sowohl empirisch als auch in
Simulationsmodellen als wichtige weitere Eigen-
schaft. Die „meisten“ Knoten in solchen Zusam-
menarbeitsgraphen haben dann einen sehr kleinen
Grad. Das Potenzgesetz gilt aber nicht für alle Klei-
nen Welten, z. B. nicht bei vollständigen Graphen,
weil hier alle Knoten denselben Grad haben (vgl.
die erste Abbildung!).

3 Netz, Netzwerke und Vernetzung

3.1 Problematisierung
Das in vielen Bereichen (wie z. B. Soziologie und
Biologie) beobachtete Kleine-Welt-Phänomen wur-
de zuerst von Stanley Milgram beschrieben (vgl.
[Hischer 2014, 8 f.]) und hat zur Entwicklung
der Netzwerktheorie beigetragen (vgl. [Newman
2010]). Ende der 1990er Jahre gelang mit Metho-
den der Statistischen Physik eine mathematische
Modellierung, die ein Verständnis mancher Phäno-
mene wie z. B. dem der „Kleinen Welten“ ermög-
lichte.

Doch was ist im pädagogisch-didaktischen
Kontext unter „Netzwerk“ bzw. „Netz“ zu ver-
stehen? So verwendet z. B. [Hasemann 1988] (al-
so noch vor Etablierung der Netzwerktheorie) im
Kontext „kognitionstheoretischer Modelle“ syn-
onym die Termini „Netzwerk“ und „Netz“ (auch
„semantische Netzwerke“ bzw. „semantische Net-
ze“ genannt), wobei die Kanten für „semantische
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Relationen“ stehen. Strukturell liegen hier (gerich-
tete) Graphen vor (wie a. a. O. erwähnt).

Sucht man in der Mathematik nach Defini-
tionen für „Netz“ oder „Netzwerk“, so bietet
zwar die Graphentheorie mehrere Definitionen für
„Netz“ an, die hier jedoch nicht hilfreich sind. Das
gilt auch für die Definition von „Netzwerk“ als
„zusammenhängender, gerichteter Graph mit ge-
nau einer Quelle, genau einer Senke und mit einer
Kapazitätsfunktion“ in [Lexikon der Mathematik
2000].

Dies war für mich Anlass für einen eigenen An-
satz zur Entwicklung begrifflicher Präzisierungen
für „Netz“, „Netzwerk“ und „Vernetzung“.

3.2 „Netz“ im pädagogisch-didaktischen Kontext
Eine Sammlung der vielfältigen Bedeutungen von
„Netz“ im Alltagsverständnis führt durch Bünde-
lung und Abstraktion zu folgendem Katalog (aus-
führliche Darstellung in [Hischer 2010, 49 ff.], an-
deutungsweise auch in [Hischer 2014, 15 ff.]):
Ein Netz

dient einerseits dem Aufzeigen von Verbindun-
gen bzw. Zusammenhängen,
dient andererseits dem Herstellen von Verbin-
dungen bzw. Zusammenhängen,
kann zwar ein Gefangensein bewirken,
kann aber zugleich Sicherheit bzw. Schutz bie-
ten,
enthält dennoch oft Schlupflöcher,
vermag über seinen Inhalt zu täuschen.

Eine Interpretation dieses Eigenschaftskatalogs
von „Netz im Alltagsverständnis“ in pädagogisch-
didaktischer Sicht lässt drei unterschiedliche Blö-
cke erkennen:

Bestandteile: Die ersten beiden Eigenschaften be-
ziehen sich auf die Bestandteile eines Netzes
(im pädagogisch-didaktischen Kontext sind das
Objekte wie Begriffe, Ideen, Dinge, . . . , ggf. Le-
bewesen), die man wie in der Graphentheorie
Knoten nennen kann und die durch die oben
angesprochenen Verbindungen bzw. Zusammen-
hänge als Kanten verbunden sind.
Benutzer: Die nächsten drei Eigenschaften be-
treffen die Benutzer eines Netzes: Sie bilden
wie in einem Gemüsenetz den „Inhalt“ eines
Netzes, es sind also hier die mit den Bestand-
teilen umgehenden Benutzer gemeint (z. B. die
Schülerinnen und Schüler).
Betrachter: Die letzte Eigenschaft (Täuschung
über den Inhalt) betrifft die Betrachter eines
Netzes (z. B. Lehrpersonen, die ihre Schülerin-
nen und Schüler beobachten).

Aus pädagogischer Sicht ist zu beachten: Wie bei
einem Spinnennetz oder einem Fischernetz kön-
nen die Benutzer „Opfer“ eines Netzes werden

oder sein, wenn sie sich z. B. in den „Maschen des
Netzes“ verfangen, etwa beim Surfen im WWW.

So kann ein materielles Netz für seine Benut-
zer zum Gefängnis werden, aus dem es sich zu
befreien gilt: Menschliche Benutzer eines Netzes
laufen damit Gefahr, zum Bestandteil dieses Net-
zes zu werden – wenn sie etwa bei dessen Benut-
zung nicht hinreichend „emotionale Distanz“ wah-
ren! Und weiterhin können menschliche Benutzer
eines Netzes zu Betrachtern dieses Netzes werden
(und umgekehrt), wobei das Netz diese (und ggf.
andere) Gruppen (möglicherweise „durchlässig“)
trennt.

Eine vierte denkbare Gruppe, nämlich die der
Konstrukteure eines Netzes, ist verzichtbar – wir
können die Aufgabe der Konstruktion bei den Be-
trachtern ansiedeln, fallweise auch bei den Benut-
zern. Insgesamt zeigt sich: Die begriffliche Unter-
scheidung zwischen Bestandteilen, Benutzern und
Betrachtern eines Netzes ist weder scharf noch ab-
solut, sie ist relativ, sie meint eine zweckbezogene
Tendenz, und es ist ein Rollenwechsel möglich.

Ein „greifbares“ materielles Netz (Fischernetz,
Spinnennetz, Trapeznetz) wird i. d. R. als einfacher
(mehrfachkantenfreier) Graph beschreibbar sein.
Das scheint nach dem hier vorliegenden Ansatz für
ein „Netz“ im pädagogisch-didaktischen Kontext
nicht zu gehen.

Vielmehr liegen zunächst Assoziationen mit
dem soziologischen „System“ nahe (bei dem eben-
falls die „Betrachter“ eine wichtige Rolle spielen).
Dennoch benötigt man den dubiosen Systembe-
griff wohl nicht:

Das „Netz im pädagogisch-didaktischen Kon-
text“ besteht aus den drei „Trägermengen“ der Be-
standteile, der Benutzer und der Betrachter, den
(noch näher zu beschreibenden) Beziehungen (Re-
lationen, Operationen) innerhalb dieser drei Trä-
germengen und schließlich aus strukturellen Be-
ziehungen zwischen diesen drei Trägermengen.

Zur strukturellen Beschreibung der Bestand-
teile (den „Knoten“ mit ihren Verbindungen als
„Kanten“) bieten sich einfache (ggf. gerichtete)
Graphen an, die man sich überlagert bzw. kom-
biniert denken kann, um auf diese Weise ggf. vor-
handene Mehrfachkanten (bei „Multigraphen“) zu
erfassen. Die (ebenfalls vielfältig denkbaren) Be-
ziehungen der Benutzer zu den Bestandteilen und
der Benutzer untereinander lassen sich bei Be-
darf durch weitere Graphen beschreiben. Hinzu
kommen Beziehungen der Betrachter zu den Be-
nutzern und zu den Bestandteilen, außerdem Be-
ziehungen der Betrachter untereinander, so dass
mehrere Graphen vorliegen können, die insgesamt
in ihrer Kombination ein Netz im pädagogisch-
didaktischen Kontext ausmachen.
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3.3 Netzgraph, Netzwerk, Vernetzung
Dazu sei hier zunächst ein kleiner Ausflug in die
Welt der (mathematischen) Graphentheorie voran-
gestellt bzw. nachgeholt (vgl. z. B. [Hischer 2010]):
In einem ersten Schritt sind spezielle einfache Gra-
phen zu charakterisieren, die das graphentheore-
tisch „Innerste“ der Netze (nämlich ihre Bestand-
teile) axiomatisch beschreiben:

Im idealtypischen Fall soll dies ein Netzgraph
(Abbildung unten links) sein, der durch folgen-
de Eigenschaften gekennzeichnet ist: (1) ein end-
licher, zusammenhängender Graph (ein Graph ist
genau dann zusammenhängend, wenn zwischen je
zwei Knoten ein „Weg“ existiert), (2) bei dem jede
Kante „Teil einer Masche“ ist (eine Masche ist ein
sehnenfreier Kreis, und ein Kreis ist ein geschlos-
sener Weg, bei dem jeder Knoten und jede Kan-
te genau einmal vorkommt, also auch ohne Wie-
derholungen), (3) ergänzt durch die sinnvolle Zu-
satzforderung, dass jeder Knoten mindestens den
Grad 3 hat (der Grad eines Knotens gibt die An-
zahl der Kanten an, die mit dem Knoten „ando-
cken“, „inzidieren“ genannt). In Netzgraphen gibt
es dann zwischen je zwei Knoten stets mindestens
zwei verschiedene Wege (siehe Abbildung).

Diese ideale Vernetzung würde bedeuten, dass es
zu jedem Eingang mindestens zwei Ausgänge gibt,
oder anders: dass es stets verschiedene Wege zu einem
Ziel gibt (was vielleicht als Kennzeichen für einen
offenen Unterricht deutbar ist . . . ).

In der Netzwerktheorie ist „Netzwerk“ oft nur
ein anderer Name für die dort (in Anwendungs-
oder Modellierungssituationen) betrachteten Gra-
phen. Hier wird nun stattdessen vorgeschla-
gen, „Netzwerk“ als abgrenzenden Namen für
einen (einfachen) zusammenhängenden, maschenhal-
tigen Graphen (Abbildung unten rechts) zu neh-
men, womit dann ein „Baum“ kein Netzwerk ist.
(Ein Graph sei „maschenhaltig“ genannt, wenn er
mindestens eine Masche enthält).

Jeder Netzgraph ist damit ein Netzwerk, aber
nicht umgekehrt. Ferner: Genau Netzwerke sind
stets vernetzt, Netzgraphen sind ideal vernetzt, Bäu-
me sind aber nicht vernetzt, sondern nur verzweigt:

Während es in einem Netzgraphen zwischen
je zwei Knoten stets mindestens zwei verschiedene
Wege gibt, liegt bei Bäumen die konträre Situation
vor, denn hier gibt es zwischen je zwei Knoten stets
genau einen Weg. In diesem Sinne sind Mind-Maps
i. d. R. nicht vernetzt, also keine Netzwerke.

Es gibt graduelle Abstufungen von „Vernet-
zung“, die qualitativ beschreibbar und auch durch
Vernetzungsgradmaße quantitativ messbar sind (vgl.
[Hischer 2010, 110 ff.; 190 ff.]).

4 Konsequenzen

4.1 „Vernetztes Denken“ vs. „Vernetzendes Denken“
Dies ist nur ein kleiner Zwischenruf, dem eigent-
lich mehr Platz gebührt:

Vielfach (leider: meistens) wird „vernetztes
Denken“ propagiert, jedoch fordert [Klafki 2007,
63] in seinem Allgemeinbildungskonzept erfreuli-
cherweise „vernetzendes Denken“. So sollte man
zwischen „vernetztem Denken“ (einer Nutzung
bereits vorhandenen Vernetzseins) und „vernet-
zendem Denken“ (der Herstellung neuen Vernetz-
seins) unterscheiden (vgl. auch hier die Ausfüh-
rungen in [Hischer 2010]).

4.2 Kleine Welten und vernetzender Unterricht
Hier sei zunächst an die in der Didaktik bisher
betrachteten „semantischen Netzwerke“ gedacht
(siehe z. B. [Hasemann 1988]), die der Beschrei-
bung der Struktur von Unterrichtsinhalten dienen
(sollen): Knoten sind z. B. Themen, Ideen, Begriffe,
Definitionen, Vermutungen, Sätze, . . . , auch Beispiele
unter Einschluss von Übungsaufgaben. Kanten sind
Beziehungen zwischen diesen Knoten: logische im
Sinne des Schließens und des Folgerns bzw. des
Folgens, aber auch emotionale des Entdeckens, Er-
lebens, Irrens, Ratlosseins, . . . , die insgesamt zu
einer individuellen lernpsychologischen „Veranke-
rung“ der Knoten beitragen (können).

Diese Kanten können sowohl gerichtet als auch
ungerichtet sein.

Zur Vermeidung von Missverständnissen sei
betont, dass diese nur beispielhaft und nicht ab-
schließend gemeinte Aspektauflistung für Knoten
und Kanten aus der Perspektive der Schülerinnen
und Schüler zu sehen ist: Was sind für sie Anker-
punkte des Wissens (Entdeckens, Behaltens, . . . ),
und wie verknüpfen sie das alles miteinander, wie
„konstruieren“ oder „rekonstruieren“ sie das? Es
soll also hier nur angedeutet werden, was mög-
lich ist – Konkretes muss weiteren Untersuchun-
gen und Analysen vorbehalten bleiben.
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Hier sollten nun die erwähnten Naben in den
Blick kommen, denn sie ermöglichen kurze Wege
zwischen den Knoten, und ihr Ausfallverhalten ist
wichtig: Wie entstehen solche Naben, wie kann
man ihre Entstehung und Stabilisierung fördern,
wie Wichtiges gegenüber Unwichtigem betonen?

„Vernetzen“ ist dann ein Prozess, bei dem aus
bereits vorliegenden Knoten ein Netzwerk gebildet
und erweitert wird – durch Einziehen neuer Kan-
ten bei vorhandenen Knoten (durch “preferential
attachment“?) bzw. durch Einfügung neuer Kno-
ten, gefolgt vom Einziehen weiterer Kanten –ver-
netzendes Denken! Zu Beginn eines solchen Prozes-
ses müssen die ersten Knoten und Kanten noch
kein Netzwerk im definierten Sinn bilden. Doch
mit der ersten auftretenden Masche liegt dann zu-
mindest eine teilweise Vernetzung vor. Dieser Pro-
zess kann ggf. auf die Entstehung eines Netzgra-
phen hinauslaufen. Aber auch ein „Schrumpfen“
ist möglich. Aufgrund der unterschiedlichen Kan-
tentypen (gerichtet oder ungerichtet) können die
Bestandteile ggf. in mehrere Graphen zerlegt ge-
dacht werden, die sich überlagern.

Diese Andeutungen bedürfen einer Vertiefung
an anderer Stelle: Zum Verstehen solcher Vernet-
zungsprozesse sind möglicherweise einschlägige
Erkenntnisse und Methoden u. a. auch aus der (so-
ziologischen) Netzwerktheorie heranzuziehen.

4.3 Kleine Welten im Mathematikunterricht?
Hier seien nur einige inhaltliche Anregungen für ei-
ne neuartige, aktuelle Betrachtung von Graphen
im Mathematikunterricht skizziert. Diese offene Lis-
te ist jedoch nicht als empfohlene Reihenfolge der
Behandlung im Unterricht gedacht:

„Renaissance“ der Thematisierung endlicher
Graphen im Unterricht durch Experimentieren
mit „kleinen“ endlichen Graphen.
„Kleine-Welt-Phänomen“: experimentelle An-
eignung empirischen Wissens im WWW mit
„großen“ endlichen Graphen (Bacon, Erdős).
Statistische Datenbankauswertung: Mittelwer-
te, zeitliche Entwicklungen, Potenzgesetz, . . .
Eigenschaften großer „Netzwerke“: Naben,
Ausfallverhalten.
Netzwerkstatistiken: mittlerer Knotenabstand,
mittlerer Knotengrad, . . .
Transfer dieses empirischen Wissens auf andere
große „Netzwerke“.
. . .

4.4 Kleine Welten und soziale Netzwerke
Was ist ein „soziales Netzwerk“? Man denkt hier
vermutlich an Facebook, Twitter usw. – jedoch: Wie
sieht eigentlich die Struktur dieser Netzwerke aus?
Die Abbildung oben rechts visualisiert Wesentli-
ches (nach [Newman et al. 2001, 02618-2]):

Der obere Graph ist ein bipartiter Graph, dessen
Knotenmenge in zwei Teilmengen zerfällt, deren
Knoten jeweils nicht benachbart sind. Wenn bei-
spielsweise die Ziffern für Filme und die Buch-
staben für Akteure stehen, dann liegt ein Zusam-
menarbeitsgraph wie im Abschnitt 2.1 vor, also ein
Akteurs-Graph.

Der untere Graph ist die unipartite Projektion
des oberen Graphen, sie enthält offenkundig weni-
ger Informationen als der obere Graph. Beides sind
Beispiele für soziale Netzwerke, wie sie in der Sozio-
logie als affiliation networks (also Verwandtschafts-
netzwerke oder Freundschaftsnetzwerke) unter-
sucht werden:

Die Kanten in der unipartiten Projektion ste-
hen für existierende „Gemeinsamkeiten“ der Kno-
ten (hier also für gemeinsame Filme der Akteure),
während die obere Darstellung (also der bipartite
Graph) auch angibt, welches jeweils die gemeinsa-
men Filme sind. Es werden sogar alle gemeinsamen
Filme angegeben (so sind 1 und 2 gemeinsame Fil-
me von B und D).

Ferner kann man die Abbildungen auch als
Darstellungen des Erdős-Graphen ansehen oder
sich hierbei Schülerinnen und Schüler mit ihren In-
teressen usw. vorstellen.

Insbesondere schließt sich mit dieser Dar-
stellung sozialer Netzwerke der Kreis zur bis-
her vorgestellten und unabhängig davon entwi-
ckelten Konzeption von „Netz im pädagogisch-
didaktischen Kontext“: Die Ziffern im oberen Teil
des bipartiten Graphen mögen für die Bestandteile
(z. B. „Unterrichtsinhalte“) stehen und die Buch-
staben für die Benutzer (z. B. Schülerinnen und
Schüler). Dann wird deutlich, dass mit diesem
bipartiten Graphen ein Teilaspekt von „Netz im
pädagogisch-didaktischen Kontext“ erfasst wird.

Hinzu kommen die Betrachter, für die Ähnli-
ches gilt, und man kann dann entsprechend die
graphentheoretische Struktur (im einfachsten Fall)
zu „tripartiten Graphen“ erweitern: Beziehungen
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zwischen den Benutzern und gewissen Bestand-
teilen, Beziehungen zwischen den Betrachtern und
denselben Bestandteilen und schließlich Beziehun-
gen zwischen den Benutzern und den Betrachtern.
(Komplexer wird es bei der Berücksichtigung von
Beziehungen unterschiedlichen Typs).

In Abschnitt 3.2 wurde das auf einer Analyse
des Alltagsverständnisses von „Netz“ basierende
Netz im pädagogisch-didaktischen Kontext vorge-
stellt. Dieses erweist sich nun in neuer Sicht als
ein verallgemeinertes dreifach strukturiertes sozia-
les Netzwerk, das „Pädagogisches Netz“ genannt
sei.

Wegen der komplexen Beziehungen zwischen
den Knoten der drei Ebenen (Bestandteile, Benut-
zer, Betrachter) wird der entsprechende tripartite
Graph in aller Regel nicht planar sein. Berücksich-
tigt man, dass die in den „Bestandteilen“ erfassten
Elemente von unterschiedlichem Typ sein können
und sein werden, so wird die „Bestandteilsebene“
in Teilebenen aufzuspalten sein.

Diese (z. T. noch vagen) Andeutungen mögen
zu einer ungewöhnlichen, ungewohnten Sichtwei-
se anregen: Eine derartige graphentheoretisch ori-
entierte Kennzeichnung sozialer Netzwerke bietet
im Prinzip ein reichhaltiges Werkzeug zur Erfas-
sung kommunikativer und sozialer Strukturen im
Unterricht, welches sich für Untersuchungen, Be-
schreibungen und Planungen im pädagogischen
Rahmen eignet. Entsprechende Methoden sind je-
doch an anderer Stelle noch auszuarbeiten und zu
erproben.

Dabei ist zu prüfen und zu berücksichtigen,
inwieweit konkrete Werkzeuge in der mathema-
tischen Netzwerktheorie und insbesondere in der
Soziologie (oder auch in anderen Disziplinen) be-
reits vorliegen, um (in ggf. modifizierter Form)
darauf zurückgreifen bzw. darauf aufbauen zu
können.

Für die Planung, Durchführung und Auswer-
tung des Unterrichts spielen sowohl die Schülerin-
nen und Schüler als auch die Lehrpersonen (und
ggf. weitere Betrachter) eine wesentliche Rolle. Mit
Hilfe des beschriebenen „Pädagogischen Netzes“
werden diese explizit berücksichtigt. Damit sei ein
interessantes Forschungs- und Entwicklungsfeld
umrissen.

Ich danke Wilfried Herget, Anselm Lambert
und Hans Schupp für wertvolle kritisch-konstruk-
tive Rückmeldungen zu diesem Beitrag.
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