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Analysis ohne Grenzwert!
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Im einhundertsten Heft der GDM-Mitteilungen
vor etwa einem Jahr haben wir einen Zugang zur
Analysis vorgestellt, der vollig ohne den Grenz-
wert auskommt. Stattdessen benutzten wir hyper-
reelle Zahlen, welche dank ihres unendlich kleinen
Betrags zum Beispiel Steigungen von Funktions-
graphen berechenbar machten, deren Abweichung
von der gesuchten Steigung vernachléssigbar klein
war.

Wir haben auf Resonanz gehofft und fanden sie
prompt im nachfolgenden Heft. Allerdings haben
wir uns eingestehen miissen, dass unsere eigent-
liche Botschaft, die wir senden wollten, nicht an-
gekommen ist. Es ging uns keineswegs nur dar-
um, im Unterricht Tricks zu vermeiden, die von
Schiilern zu recht als Taschenspielereien verstan-
den werden, wie zum Beispiel die Addition von
Null beim Beweis der Produktregel. Unser Anlie-
gen war ein anderes, grundsitzlicheres. Wir woll-
ten deutlich machen, dass die Analysis vollig ohne
Grenzwert auskommt.

Wir haben namlich die bereits ca. fiinfzig Jah-
re alte Erkenntnis Robinsons benutzt, derzufolge
der reelle Zahlenkorper um betragsméfiig unend-
lich kleine und unendlich grofle Zahlen erweitert
werden kann. Indem wir hyperreelle Zahlen be-
nutzt haben, sind wir der Meinung, dem Vorgehen
der Begriinder der Analysis und ihrer Gedanken-
welt recht nahe gekommen zu sein.

Leibniz, Newton und Euler haben seinerzeit
mit solchen Zahlen intuitiv richtig gerechnet, oh-
ne sie jedoch logisch einwandfrei und ohne Wider-
spriiche in das Gedankengebdude der Mathema-
tik einfiigen zu konnen. Gleichwohl waren die von
ihnen gefundenen Regeln korrekt und sind es bis
heute.

Einen logisch einwandfreien Weg zur Losung
der Steigungsproblematik fiihrte schlieSlich Weier-
strafs ein, indem er die Kurvensteigung als Ergeb-
nis eines Prozesses beschrieb, und am Ende dieses
Prozesses, dem Grenzwert, stand dann die gesuch-
te Steigung.

Nun wissen alle Mathematiklehrerinnen und
-lehrer aus eigener Erfahrung,welche Miihe es be-
reitet, jungen Menschen im Alter von 16 Jahren
den Grenzwert zu vermitteln. Zum Beispiel sah
der frithere Berliner Lehrplan dafiir ein Viertel-
jahr allein fiir das Thema ,Folgen und Grenzwer-
te” vor, und in anderen Lindern war es kaum
anders. Trotzdem haben viele Schiilerinnen und

Schiiler das Wesen des Grenzwertes nicht ver-
standen, was sich aber kaum als nachteilig er-
wies, da man Grenzwerte beim praktischen Rech-
nen gar nicht mehr brauchte, denn die mit Hilfe
von Grenzwerten gefundenen Regeln waren ver-
gleichsweise einfach. Und wenn er doch einmal
notig war, zum Beispiel beim Ermitteln der Ket-
tenregel, driickte man sich — vielleicht aus Zeitnot

— durchaus auch einmal um den Grenzwert her-

um und ,,schummelte”, indem man den Differen-

tialquotienten dy/dx mal einfach mit dz ,erwei-
terte”, obwohl ja eigentlich dz = 0 zu verlangen
war.

Mit der Verkiirzung der Schulzeit bis zum
Abitur an den Gymnasien gibt es nun kei-
ne Zeit mehr, den Grenzwert zu behandeln. In
Mathematik-Grundkursen soll man sich sogar da-
mit begniigen, mittels dreier Testeinsetzungen den
Grenzwert zu vermuten. Was solches Vorgehen
noch mit Mathematik zu tun haben soll, erschliefst
sich uns jedoch nicht, denn Mathematik bzw. ma-
thematisches Denken wird auf diese Weise gerade
nicht vermittelt. Zudem kratzt es ernsthaften Ma-
thematiklehrkréften arg am beruflichen Selbstver-
standnis.

Wir finden, Robinsons Erkenntnisse sind der
Ausweg aus diesem Dilemma. Und wir haben in
unserem Artikel aufgezeigt, welche Vorteile hyper-
reelle Zahlen gegeniiber dem Grenzwert bieten.
Insbesondere wollten wir vier Vorteile herausstel-
len:

s Hyperreelle — insbesondere infinitesimale —
Zahlen sind anschaulich; sie kommen daher
den intuitiven Vorstellungen vieler Lernender
entgegen.

s Hyperreelle Zahlen kniipfen direkt an die his-
torischen Wurzeln der Entstehung der Analysis
an.

m Der fiir viele Lernende schwierige Grenzwert-
begriff entfallt.

m  Hyperreelle Zahlen stellen ein produktives
Werkzeug dar — Regeln kénnen errechnet wer-
den!

Aus didaktischer Sicht sind uns die letzten bei-

den Vorteile besonders wichtig. Im Gegensatz zur

Grenzwertanalysis kann man wirklich die Regeln

errechnen. Man braucht sie nicht mehr zu vermu-

ten, um sie danach mit einem Grenzprozess zu be-
stiatigen. Auch deshalb sollten wir uns alle aufge-
fordert fiihlen:
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Legen wir den Grenzwert beiseite! Er hat sei-
ne Schuldigkeit getan, wir brauchen ihn nicht
mebhr!

Wir mochten Sie bitten, unseren Artikel aus
Heft 100 noch einmal unter diesen Gesichtspunk-
ten zu lesen. Wir kénnen uns gut vorstellen, dass
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daraus eine intensive fachliche Diskussion ent-
steht. Wir freuen uns jedenfalls darauf.
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