Eckpunkte zu einem genetischen,
anwendungsorientierten Aufbau

des Zahlensystems

Antworten auf die Frage nach der ontologischen Bindung

Heinz Griesel

Fiir die Widmung der Arbeit ,,Die ontologische
Bindung spezieller Grofen” zu meinem 8o. Ge-
burtstag méchte ich mich bei den Autoren, den
Kollegen Burscheid und Struve, sehr herzlich
bedanken und gleichzeitig mit Respekt heraus-
stellen, dass die Auffassung der in der Schule
zu lehrenden Elementarmathematik als empirische
Theorie auf Burscheid und Struve zuriickgeht.

Die ontologische Bindung der Grofen

Wenn eine Elementarmathematik auf der Basis
des Grofenbegriffs, wie ich sie vertrete, als em-
pirische Theorie angesehen werden soll, dann
stellen Burscheid und Struve zurecht die Frage,
in welcher Weise diese Theorie, insbesondere
auch der anwendungsorientierte Aufbau des Zah-
lensystems als Bestandteil dieser Theorie, onto-
logisch an die Wirklichkeit angebunden ist. Die
Antwort lautet:

Die Grofen des tiglichen Lebens Anzahl, Lin-
ge, Flicheninhalt, Volumen, Masse und Zeitdauer
sowie Geld sind dadurch an die Wirklichkeit
ontologisch angebunden, dass sich die Trdger
dieser Grofien aktiv und erfolgreich in Sachen
und Sachverhalte der Lebenswirklichkeit hin-
eininterpretieren lassen und dass die Triger
dann als in die Wirklichkeit eingebettet aufge-
fasst werden kénnen. Sie haben dann Teil an der
Wirklichkeit.

Das sei kurz niher ausgefiihrt:

Die GroRe Anzahl hat nichtleere endliche Mengen
als Triger. Diese lassen sich miihelos z. B. in
Ansammlungen von Gegenstinden oder Lebe-
wesen hineininterpretieren.

Die Grofe Linge hat Strecken als Triger. Die-

se lassen sich z.B. als Kanten oder Mittellinien
von Stiben oder Korpern auffassen.

Die Grofe Flicheninhalt hat Polygone als Triger.
Diese lassen sich z. B. als Rechtecke in Acker,
Grundstiicke, Zimmerflichen, Wandflichen
usw. hineininterpretieren.
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Die Grofen Volumen und Masse haben Korper als
Triger, die z.B. als Gegenstinde der Umwelt
aufgefasst werden kénnen.

Die Grofe Zeitdauer hat Vorginge als Triger, die
in Abliufe der Wirklichkeit hineingesehen wer-
den konnen.

Die Grofe Geld hat Mengen von Geldstiicken oder
-scheinen als Triger, die als Bestandteile der
Wirtschaftswirklichkeit aufgefasst werden kon-
nen.

Aquivalenzrelation und Werteskala

Zwischen den Trigern einer GroRe kann man
eine Aquivalenzrelation ~ einfiihren.

Diese Aquivalenzrelation ist die Gleichmichtig-
keit fiir nichtleere endliche Mengen, die Kon-
gruenz fuir Strecken, die Zerlegungsgleichheit fiir
Polygone, die (letztlich empirisch iiberpriifbare)
Volumengleichheit fiir Kérper, die an einer Bal-
kenwaage feststellbare Massegleichheit fiir Kor-
per und die mithilfe reproduzierbarer periodi-
scher Vorginge feststellbare Zeitdauergleichheit
von Vorgdngen.

Fiir jede dieser GroRen lisst sich dann eine
Werteskala w mit Werten in der Wertemenge
W einfiihren. Eine solche Werteskala ordnet je-
dem Triger T einen Wert zu, und zwar so, dass
gilt: w(t) = w(1’) & 7 ~ v’ fiir alle Triger T,
1’ der GréRe.

Ein Beispiel fiir eine solche Werteskala ist: Je-
dem Triger T wird die Aquivalenzklasse, in der
7 liegt, zugeordnet, also: w(t) ={t/;7~ 7'}

Prizisierung des Begriffs Grofe; Zahlen als
Vergleichsergebnisse des Messens

Definition. Eine Skala heift Groge, falls in der Wer-
temenge W der Skala eine Verkniipfung / mit Werten
in der Menge IR* der von Null verschiedenen reellen
Zahlen eingefiihrt ist, so dass gilt:
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(1) (x/y):(y/z) = x/zfirallex,y, ze W
(2) Wennx/y =1, dann x = y fiir alle x, ye W

Der Quotient / heift Messquotient. In x/y =
wird x mit y gemessen. Das Ergebnis ist die
Zahl p. In Bedingung (1) werden die Messun-
gen x/y und y/z miteinander zur Messung x/z
verkettet. Die Ergebnisse multiplizieren sich. Die
obige Definition stellt den Zusammenhang der
Begriffe Grofe, GroRenwert, Zahl, Messung, Verket-
tung von Messungen, Multiplikation klar.

Messen ist multiplikatives Vergleichen von Werten
einer Skala. Zahlen sind nach dieser Auffassung
universal einsetzbare Instrumente zur Angabe
der Vergleichsergebnisse des Messens. Sie sind vom
Menschen erfundene gedankliche Konstrukte,
mit deren Hilfe die Werte einer Skala multipli-
kativ verglichen werden kénnen.

Die obige Definition des Begriffs GrgRe und die
anschlieRenden Uberlegungen bilden den Ori-
entierungsrahmen fiir die folgenden Gedanken-
ginge dieser Arbeit. Keineswegs darf auf die-
se Definition aufgebaut werden. Das ist schon
deswegen unmoglich, weil in der Definition
die reellen Zahlen als bekannt vorausgesetzt
werden, wihrend doch gerade in einem gene-
tischen Prozess diese Zahlen erst eingefiihrt
werden sollen. Die Definition dient nur als Hil-
fe und Motivation.

Im Folgenden seien x, y, z, w sowie e (eventuell
mit Indizes oder Strichen versehen) Variable fiir
Grofenwerte.

Ontologische Bindung einer Messung; genetischer
Aufbau des Zahlensystems

Wichtig ist die These:

Eine Messung x|y ist genau dann ontologisch an
die Wirklichkeit gebunden, falls x/y mit Hilfe der
in die Wirklichkeit eingebetteten Triger von x
und y definiert ist.

Bei einem genetischen, anwendungsorientierten
Aufbau des Zahlensystems, wie er im Schulun-
terricht iiblich ist, werden der Reihe nach Zah-
lenarten, namlich natiirliche Zahlen, Bruchzahlen
(= positive rationale Zahlen), rationale Zahlen, re-
elle Zahlen erfunden und der Messquotient x/y
jeweils mit Hilfe der Triger der oben bespro-
chenen GroRen erklirt.

Ist x/y eine natiirliche Zahl, so ist x/y nur ei-
ne partielle Verkniipfung, d. h. nicht fiir alle

x, y der betreffenden GréRe definiert. Deswegen
erfand man die rationalen Zahlen. Doch auch
da bleibt x/y eine partielle Verkniipfung. Ist
z.B. x = Linge der Diagonale eines Quadrates
und y = Linge einer Seite dieses Quadrates,
so ist bekanntlich x/y keine rationale Zahl. Es
mussten die reellen Zahlen erfunden werden,

18

um x/y zu einer vollstindigen Verkniipfung zu
machen.

Im Folgenden soll der genetische Aufbau des
Zahlensystems in einigen Grundziigen verfolgt
und dabei vor allem die ontologische Bindung
der Messung verfolgt werden.

Natiirliche Zahlen

Die natiirlichen Zahlen wurden fiir den ein-
fachsten Fall des Messens erfunden, nimlich
fiir den Fall, dass die Triger dquivalent sind.
Die exakte Definition lautet:

Definition. x/y = n<& Es gibt Triger
1,72, .. Tomity = w(ty) = w(Tt2) = ... = w(T,)
und x = w(ty 0...0T,).

n sei dabei eine von null verschiedene natiirli-
che Zahl. Die dquivalenten Triger Ty, T2, ...T,
werden durch Auszihlen bestimmt.

Die Verkniipfung T o 1, zwischen Trigern T,
und T, wird schon lange in der Reprisentations-
theorie des Messens verwendet und dort concaten-
ate (zuammenfiigen) genannt.

o bedeutet bei der GréRe Anzahl die mengen-
theoretische Vereinigung disjunkter Mengen.
Bei der GroRe Zeitdauer ist o das Hintereinan-
derschalten von Trigern (in diesem Falle von
Vorgingen) zu einem Gesamtvorgang.

Bei den anderen GréRen stelle man sich im Zu-
sammenhang mit o das Zusammenfiigen der
Triger zu eine neuen Triger vor.

Da die Trdger in die Realitit eingebettet sind,
ist auch das Zusammenfiigen o in die Realitit
eingebettet und damit ontologisch gebunden.
Spiter werden wir sehen, dass das Zusammen-
fiigen auch die Grundlage fiir die ontologische
Bindung der Addition ist.

Statt x/y = n schreiben wir im Folgenden
auch: x =n-y.

Bruchzahlen

Wir fithren zunichst eine Aquivalenzrelation ~
zwischen Paaren natiirlicher Zahlen ein:

(n,m) ~ (p, q)
S Vx,y(Fz(x =nzund y = m-z)
& 3z (x=p-2’undy = q-2'))

Diese Aquivalenzrelation ist letztlich mit Hilfe
der Triger der GroRen definiert, denn x = n-z,
y=m-z,x=p-z und y = g -z’ sind im
Abschnitt Natiirliche Zahlen mit Hilfe von Tri-
gern definiert worden. ~ ist also ontologisch
gebunden.
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Die Bruchzahl 2 ist dann diejenige Aquiva-
lenzklasse dieser Aquivalenzrelation, in der das
Zahlenpaar (m, n) liegt. Es gilt dann:

Definition. x/y = T & Jz(x =m-zundy =
n-z

Beispiel: x/y = %, y = Flicheninhalt eines
Kreises, z = Flicheninhalt eines Kreisdrittels,
x = Flacheninhalt der Zusammenfiigung zweier
Kreisdrittel

Dann lisst sich die Regel iiber das Erweitern und
Kiirzen beweisen:

Satz. T2 = filr m, n, p € INx

Beweis.

X/y:% & Jdz(x=m-p-zundy =n-p-2)
Seiz' =p-z

& Az (x=m-zZ'undy =n-z2')

& x/y="
n
Daraus folgt die Behauptung.

Fiir den Zusammenhang mit den natiirlichen
Zahlen gilt:

Satz. T = mfiir alle m € INx
Bewets.

x/y:]ﬂ S z(x=m-zundy =1-z)

Sx=m-y)
S x/y=m

Daraus folgt die Behauptung.

Multiplikation

Nach Bedingung (1) der Definition des Begriffs
Grofe besteht ein enger Zusammenhang zwi-
schen der Multiplikation und dem Verketten
von Messungen.

Die Multiplikation von Zahlen ist {iber das Ver-
ketten von Messungen ontologisch an die Wirk-
lichkeit gebunden.

Dann muss in einem anwendungsorientierten
Aufbau des Zahlensystems die Multiplikation
aber auch mit Hilfe des Verkettens von Mes-
sungen eingefiihrt werden.

Das Verketten von Messungen ist auch die einheitli-
che, fiir alle Zahlenarten giiltige Grundvorstellung,
welche der Schiiler mit der Multiplikation verbinden
sollte. Fiir die einzelnen Zahlenarten kann diese
dann noch im einzelnen spezifiziert werden.
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Aus Platzgriinden tiberspringen wir die Be-
trachtung der Multiplikation fiir natiirliche
Zahlen. Sie wiirde zu dem Ergebnis fiihren,
dass dabei gleichmichtige Mengen eine Rol-
le spielen (vgl. Griesel 1971, S. 186 ff). Wir be-
trachten die Definition der Multiplikation von
Bruchzahlen und die Herleitung der Bruchre-
chenregeln fiir die Multiplikation:

Definition. Wenn x/y = Zundy/z = §, dann sei
P _

qee=x/z

Da das Verketten von Messungen trivialerweise
assoziativ ist, folgt, dass auch die Multiplikati-
on von Bruchzahlen assoziativ ist.

Dann lassen sich die Regeln tiber die Multipli-
kation von Bruchzahlen beweisen:

m_ k _ m
Satzi T -0 =7

Beweis.

x/y:% S dwx=m-wundy = k- w)

k
y/z:; S dw(y=k-wundz=n-w)
Daraus folgt: ~ Iw(x =m-wundz =n-w)

m
x/z=—
n

Sowie:
Daraus folgt die Behauptung.

Satza. T .2 = mp
n q .

m_ p_mp np__ mp

g np nq  ngq
(Satz 1 wurde angewandt)

Beweis.

Aus Satz 1 und Satz 2 folgt, dass die Definiti-
on der Multiplikation iiber das Verketten von
Messungen unabhingig von der Wahl der Mes-
sungen ist.

Aus Satz 2 folgt auch, dass die Multiplikation
von Bruchzahlen kommutativ ist, da im Zihler
und Nenner das Kommutativgesetz fiir natiirli-
che Zahlen angewendet werden kann.

Das kann allerdings auch aus der Ahnlichkeitsin-
varianz der Messquotienten gefolgert werden.

Die Ahnlichkeitsinvarianz von Messungen und deren
Konsequenzen

Eine wichtige Eigenschaft von Messungen in
Geometrie und Physik ist die sog. Ahnlichkeits-
invarianz. Was ist das?

Betrachten wir dazu ein Polygon und dar-

in zwei Strecken 77 und 7. Das Verhiltnis
w(t1)/w(T2) der Lingen w(t;) und w(ty)

ist dann ein Messquotient. Wird nun das Po-
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lygon dhnlich vergréRert, so gehen die Stre-
cken 1 und 7, in die Strecken T{ bzw. T}
iber. Das Verhiltnis der Streckenlidngen bleibt
jedoch gleich, d.h. es gilt: w(t)/w(12) =
w(tq)/w(Ts).

Diese Ahnlichkeitsinvarianz von Messungen ist
Voraussetzung fiir die Brauchbarkeit von Bau-
zeichnungen und Landkarten.

Auch die Ahnlichkeit kann mit Hilfe von Mess-
quotienten ausgedriickt werden, im obigen Bei-
spiel durch: w(t)/w(t]) = w(t2)/w(T)).

Definition. Die Messungen x/y und x’/y’ sind dhn-
lichkeitsinvariant, falls gilt:
x/x"=yly" & x/y=x"/y’".

Die Bedingung fiir die Ahnlichkeitsinvarianz
kann man sich formal leicht merken: Die In-
nenglieder x’ und y diirfen vertauscht werden.
Die Voraussetzung der Ahnlichkeitsinvarianz
der Messungen hat einschneidende Konsequen-
zen. Es gilt:

Satz. Wenn Messungen dhnlichkeitsinvariant sind,

dann gilt:

(1) Die Verkettung ergebnisgleicher Messungen ist
ergebnisgleich, d. h. es gilt: Wenn x/y = x'/y’
undy/z=y'/z',dann x/z = x'/Z’.

(2) Die mit Hilfe der Verkettung von Messungen defi-
nierte Multiplikation ist kommutativ.

Eine wichtige Folgerung aus Behauptung (1) ist,
dass die Definition der Multiplikation mit Hilfe
der Verkettung von Messungen unabhingig von
den verwendeten Messungen ist.

Beweis. Zu (1):

Seix/y = x'/y'undy/z = y’/z’, dann folgt
wegen der Ahnlichkeitsinvarianz der Messungen:
x/x" = y/y'undy/y' = z/z'.Daraus folgt:
x/x'" = z/z' Wegen der Ahnlichkeitsinvarianz der
Messungen folgt: x/z = x’/z’

Zu (2):

Seix/y =Aundy/z = w,dannist A - © = x/z. Sei
y'/z = A, dann folgt: x/y = y'/z.

Wegen der vorausgesetzten Ahnlichkeitsinvarianz der
Messungen folgt: x/y' = y/z = p.

Also folgt: x/z = (x/y') - (y'/z) = w - \. Also gilt:
Apu=u-A

Auch die Umkehrungen der Behauptungen (1)
und (2) des obigen Satzes sind giiltig.

Addition

Im Gegensatz zur Multiplikation ist die Additi-

on + von Zahlen nicht unmittelbar ontologisch
an die Wirklichkeit gebunden, wohl die Additi-
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on @ von Grofenwerten. Diese ist mit Hilfe des
Zusammenfiigens o erklirt:

Definition. Ist x = w(t) undy = w(t’), dann sei
x@y = w(toT’).

Diese Definition ist unabhingig von der Wahl
der Triger T und t’. Man mache sich nimlich
an den Trigern der obigen Grofen klar: Die Zu-
sammenfiigung dquivalente Triger ist wieder
dquivalent.

Damit keine Missverstindnisse aufkommen,
werden die Addition + von Zahlen und die Ad-
dition @ von Gréfenwerten mit verschiedenen
Symbolen bezeichnet.

Die Addition von Zahlen wird auf die Addition
von GroRenwerten zuriickgefiihrt:

Definition. Wenn z = x®y und x/e = wy,y/e =
FLZyZ/e = u3; dann Sei H] + uz = u3_

Diese Definition ist unabhingig von der Wahl
der GréRenwerte x,y,z,e.

Kurzformulierung: Wenn 1 e®uze = pze, dann:
1+ H2 = 3.

Die einheitliche Grundvorstellung der Addition
ist also das Zusammenfiigen von Trigern.
Diese obige Definition der Addition gilt auch
z.B. fiir Bruchzahlen.

Dann kann man die Regel iiber die Addition gleich-
namiger Briiche herleiten.

Satz. T + B = ™EP firglle m, n, p € IN*

m mip .

n

S |=

i . P.e=m- 1l —
Bewets. edgL-e=m-edp-Le=

Daraus folgt die Behauptung.

Eine GroRe, in welcher die Addition ¢ von Gro-
Renwerten mit Hilfe des Zusammenfiigens o
der Triger eingefiihrt ist, heift auch extensiv
beziiglich o.

Negative Zahlen

Fir die Einfithrung der negativen Zahlen ist
folgender Satz von Bedeutung:

Satz. Eine Grife, deren Messquotient seine Werte in
der Menge IR* annimmt, ist Produktgrife einer Gro-
Re, deren Messquotient seine Werte in der Menge IR
annimmt und der zweiwertigen Richtungsgrofe, de-
ren Messquotient seine Werte in der Menge {+1,—1}
annimmd.

Man beachte auch, dass die Gruppe (/Rx, -)

das direkte Produkt der Gruppen (/R*,-) und
({+1, =1}, ) ist. Letztere ist die zyklische Grup-
pe der Ordnung 2.

GDM-Mitteilungen o1 - 2011



Zur Einfithrung der negativen Zahlen eignet
sich z.B. die GroRe der Verinderungen der Werte
einer vorgegebenen Grofe G (z.B. Verdnderungen
von Kontostinden oder von Flughdhen).

Diese Grofe ist extensiv mit dem Hintereinan-
derschalten o der Verinderungen als Zusam-
menfiigen (concatenate). Bei den Verinderun-
gen kann man den Betrag der Verdnderung und
die Richtung (Zunahme oder Abnahme) unter-
scheiden. Diese Verdnderungen miissen multi-
plikativ verglichen werden. (Das ist ja Messen.)
Man muss dann bei dem Vergleich die Rich-
tung der Verinderungen vergleichen und die
Betrdge. Beim Vergleich der Richtungen fiihrt
man dann —1 als Wert des Messquotienten ein,
falls die Richtungen verschieden sind (wobei
—1 als das vom neutralen Element 1 verschiede-
ne Element der zyklischen Gruppe der Ordnung
2 aufgefasst werden kann).

Die Einfiihrung der Addition erfolgt dann iiber
das Hintereinanderschalten (Zusammenfiigen) o
von Veridnderungen.

Wie beweist man in diesem Zusammenhang
die Vorzeichenregeln der Multiplikation?

Dabei muss beachtet werden, dass die Multipli-
kation mit Hilfe der Verkettung von Messungen
zu definieren ist.

Der Beweis der Vorzeichenregeln ergibt sich aus
der folgenden Tabelle:

rund r’ seien die beiden Werte der Richtungs-
grofe. Diese Werte kénnen die Variablen x,y,z
annehmen. Das sind insgesamt 8 Moglich-
keiten, die in den Spalten 1, 2 und 3 notiert
sind.

In die Spalten 4. 5 und 6 sind dann die Werte
der jeweiligen Messquotienten eingetragen.

X y z x/y y/z x/z
r r r +1 +1 +1
r r r’ +1 —1 —1
r r’ r —1 —1 +1
r r’ r’ —1 +1 -1
r’ r r —1 +1 -1
r’ r r’ —1 —1 +1
r’ r’ r +1 —1 —1
r’ r’ r’ +1 +1 +1

Die Zahl in der letzten Spalte ist laut Definition
der Multiplikation das Produkt der Zahlen der
4. und s. Spalte.

Man liest die Vorzeichenregeln der Multiplikati-
on ab, z.B. in Zeile 3: (—1) - (—=1) = +1. Das ist
keine Uberraschung, denn die Vorzeichenregeln
gelten schon in der Gruppe ({+1,—1}, ).
Dadurch, dass alle 8 Moglichkeiten der Vertei-
lung der Werte r und r’ auf die Variablen x,y
und z durchgespielt werden, wird durch die
Tabelle auch die Unabhingigkeit der Definiti-
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on der Multiplikation von der Wahl der Werte
nachgewiesen.

Reelle Zahlen

Die positiven reellen Zahlen kann man folgen-
dermagen einfiihren:

Der Messquotient x/y wird als irrational be-
zeichnet, falls es kein m, n € [N gibt mit
Jdz(m-z=xundn-z=y).

Die folgende Menge definiert dann eine re-
elle Zahl, die dem Messquotienten x/y als
Vergleichsergebnis zugeordnet wird: x/y =
{Zym,ne€ INxund 3z(m-z < xund n-z = y)}.
Eine solche Menge kann auch durch einen un-
endlichen Dezimalbruch beschrieben werden.
Auf Einzelheiten wird hier nicht eingegangen.

Riickblick

Die Einfiihrung der neuen Zahlen und deren
Verkniipfungen Multiplikation und Addition er-
folgte in enger Anbindung an die Wirklichkeit.
Man hitte diese Verkniipfungen auch losgelost
von der Wirklichkeit, die Addition von natiirli-
chen Zahlen z.B. durch Weiterzihlen einfithren
konnen. Das widerspricht jedoch dem Prinzip
vom modellierenden Herauslésen aus Umwelt-
beziigen.

Dieses didaktische Prinzip lautet:

Prinzip vom modellierenden Herausldsen aus Um-
weltbeziigen: Fiir das gelenkte Lernen von Ma-
thematik ist es giinstig, wenn die vom Schiiler
aufzubauenden Begriffe von ihm selbst durch
aktive Auseinandersetzung mit Umweltbeziigen
im Zusammenhang mit einem konstruktiven
Hineininterpretieren in die Umwelt gebildet
werden.

Es handelt sich um eine Weiterentwicklung ei-
nes Prinzips, das urspriinglich auf W. Oehl zu-
riickgeht (vgl. Griesel 1976, insbesondere auch
S. 68).

Die Arbeit hat nur wenige Eckpunkte fiir einen
anwendungsorientierten Aufbau des Zahlensys-
tems behandelt. Vieles musste aus Platzgriinden
unerwihnt bleiben. Nicht besprochen wurde
insbesondere die Bedeutung der Existenz der 4.
Proportionale in einer Proportion.

Beziehung zum Strukturalismus

Bei den Uberlegungen dieser Arbeit wurde kein
Bezug auf die Begrifflichkeit des wissenschafts-
theoretischen Strukturalismus von Sneed, Steg-
miiller, Balzer, Moulinez genommen. Insbeson-
dere wurde nicht untersucht, ob ein jeweils
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eingefiihrter Begriff in Bezug auf die Theorie
theoretisch oder nicht-theoretisch ist. Auch wur-
de nicht von den intendierten Anwendungen ge-
sprochen. Man sollte sich ohnehin fragen, ob
diese Begrifflichkeit in diesem Zusammenhang
zusitzliche Einsichten liefert und ob sie tiber-
haupt ein in allen Belangen geeignetes Hilfs-
mittel darstellt, um das Problem der ontologi-
schen Bindung zu bearbeiten. Doch stehe ich
allen Uberlegungen, die diese Begrifflichkeit
verwenden, aufgeschlossen gegeniiber.
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