Thomas Bediirftig und

Roman Murawski:

Die Grundlagen des faszinierenden
Phinomens Mathematik

Rezensiert von Heinz Griesel

Zu den Autoren

Der Verlag De Gruyter hat ein neues Buch zum
Thema Philosophie der Mathematik herausge-
bracht. Autoren sind unser mathematikdidakti-
scher Kollege, Prof. Dr. Thomas Bediirftig, Uni-
versitit Hannover, und der polnische Logiker
Prof. Dr. Roman Murawski, Universitit Poznan
(Posen).

Treffsicher eingesetzte Zitate belegen das um-
fassende Wissen der Autoren zur Philosophie
und zu den Grundlagen der Mathematik.

Zur Zielsetzung des Buches

Das Buch ist als Einfithrung in die verschiede-
nen Probleme der Philosophie der Mathematik
gedacht. Die Autoren wollen, wie sie im Vor-
wort schreiben, Schiiler, Studenten, Lehrer, Do-
zenten der Mathematik, aber auch Philosophen
sowie interessierte Laien ansprechen.

In dem in StandardgréRe abgedruckten Text
wollen sie nur elementarmathematische Kennt-
nisse voraussetzen. Muss zum Verstindnis gro-
Reres Wissen beachtet werden oder geht es um
spezielle Ausfithrungen mathematikphilosophi-
scher Art, dann ist der Text klein gesetzt.

Die Sprache ist klar und eindeutig, ohne
Schnorkel und gut verstindlich, auch bei
schwierigen Sachverhalten. Stets ist das We-
sentliche eines Standpunktes oder einer ge-
schichtlichen Entwicklung im Blick. Manche
Aussagen werden durch instruktive Beispiele
belegt.

Das Buch als Desiderat im deutschen Sprachraum

Ein solches Buch war ein Desiderat im deut-
schen Sprachbereich. Zwar gibt es auch Lite-
ratur, die in den letzten 20 Jahren erschienen
ist. Erwihnt sei: Ch. Thiel, Philosophie und Ma-
thematik, Wissenschaftliche Buchgesellschaft
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Darmstadt 1995. Dieses Buch ist jedoch von ei-
ner besonderen philosophischen Grundposition
beeinflusst.

Auch gibt es: W. Biittemeyer (Hg.), Texte - Phi-
losophie der Mathematik, Verlag Karl Alber Miin-
chen 2003, sowie in der Schriftenreihe Der Ma-
thematikunterricht ein Heft Philosophie und Ma-
thematik, Jg. 53, Heft 5, Oktober 2007.

Eine fundierte Gesamtdarstellung als Einfiih-
rung fehlte. Diese liegt nunmehr dankenswer-
terweise vor.

Ein elementarmathematischer Einstieg in die
Philosophie der Mathematik

Das erste Kapitel trigt die Uberschrift: Auf dem
Weg zu den reellen Zahlen.

Es behandelt einfach und gut verstindlich die
Themen: Irrationalitit, Inkommensurabilitit,
Rechnen mit /2?, Intervallschachtelungen,
Vollstindigkeit, Konstruktion von reellen Zah-
len, Umgang mit dem Unendlichen, unendliche
nicht periodische Dezimalbriiche.

Hier werden auf dem Weg zu den reellen Zah-
len mathematische und philosophische Pro-
bleme herausgestellt, die spiter im Buch dann
wieder aufgegriffen werden. Dieses Kapitel
stellt einen elementarmathematischen Einstieg
in die Philosophie der Mathematik dar.

Das zweite Kapitel als geschichtlicher Hauptteil

Das zweite Kapitel trigt die Uberschrift: Aus der
Geschichte der Philosophie und Mathematik.

Es umfasst etwa ein Drittel des Buches und
kann mit seinen 23 Abschnitten als gewichtig
bezeichnet werden.

Gut verstindlich werden zunichst folgende
Themen behandelt: Pythagoras und die Pytha-
goreer, Platon, Aristoteles, Euklid, Proklos, Ni-
kolaus von Kues, Descartes, Pascal, Leibniz,
Kant, Mill und empiristische Konzeptionen,
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Bolzano, GauR, Cantor, Dedekind, Poincaré.

Der Logizismus, nach dessen Auffassung die
Mathematik auf die Logik zuriickfithrbar sei,
wird ausfiihrlich dargestellt. Im Unterschied

zu den meisten Darstellungen des Logizismus
werden die zur Vermeidung von Widerspriichen
entwickelten Typentheorien in den Grundziigen
erklirt und vor allem tiberzeugend aufgezeigt,
welche Unzulinglichkeiten sie aufweisen, so
dass sie fiir die Grundlegung der gesamten Ma-
thematik nicht infrage kommen.

Ebenso ausfiihrlich werden die beiden anderen
Grundpositionen, die bis 1930 heftig diskutiert
wurden, dargestellt, nimlich der Formalismus
und der Intuitionismus.

Die beiden Godelschen Unvollstindigkeitssitze
und ihre Konsequenzen fiir den Formalismus
werden herausgearbeitet. Sie haben den Forma-
lismus erschiittert, aber nicht véllig widerlegt,
ein relativierter Formalismus (engl. reverse ma-
thematics, S. 112) blieb bestehen.

Sehr ausfiihrlich werden der Intuitionismus
und der z.T. mit ihm zusammenhingende Kon-
struktivismus besprochen. Die Nihe des Intui-
tionismus zum Konzeptualismus des Univer-
salienstreits wird herausgearbeitet. Das aktual
Unendliche wird im Intuitionismus abgelehnt.
Bei den natiirlichen Zahlen wird wegen der Ni-
he zum Zihlen die Zeitstruktur mit einbezo-
gen: Natiirliche Zahlen als ,inhaltslose Abstrak-
tion des Zeitempfindens“ (S. 97)

Philosophie der Mathematik von 1931 bis zum Ende
der 1950er Jahre.

Sehr begriiRenswert ist, dass die Autoren nicht
- wie manche andere - bei Logizismus, Forma-
lismus und Intuitionismus enden, sondern dass
in drei umfangreichen Abschnitten die Philoso-
phie der Mathematik danach bis in unsere Zeit
behandelt wird.

Dabei fillt auf, dass neben den klassischen Fra-
gen nach der Seinsweise der mathematischen
Gegenstinde zunehmend wissenschaftstheore-
tische Fragen der Mathematik in den Vorder-
grund treten. Das ist nicht verwunderlich, da
die Wissenschaftstheorie als philosophische
Disziplin in den letzten Jahren zunehmend an
Bedeutung gewonnen hat.

Sehr prizise werden die einflussreichen Uberle-
gungen von Quine dargestellt, insbesondere die
New Foundation (NF) (for Mathematical Logic)
aus dem Jahre 1937 und die Mathematical Lo-

gic (ML) aus dem Jahre 1940. eine Erweiterung
von NF, beides inzwischen Fachausdriicke der
Grundlagenforschung (S. 113).

Obgleich es in der Mathematik keine Experi-
mente gibt, sollten nach Quine fiir eine mathe-
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matische Theorie dieselben Kriterien wie fiir
eine physikalische Theorie gelten ,Mathematik
ist ein Element in der Gesamtheit aller Theori-
en, die versuchen die Welt zu erkldren“ (S. 113).
Daraus gewinnt Quine das wesentliche Argu-
ment, das heute fiir eine realistische Interpre-
tation der mathematischen Gegenstinde vorge-
bracht wird, das sog.
Putman-Quine-Unentbehrlichkeitsprinzip:
+Weil Mathematik unentbehrlich in physikali-
schen Theorien ist, existieren mathematische
Objekte wie Mengen, Zahlen, Funktionen, -
ebenso wie Elektronen existieren, die physika-
lisch unentbehrlich sind“.

Quine unterscheidet nicht verschiedene Arten
von Existenz.

Auch die Mathematik ist partiell in der Lage,
die Welt zu erkliren.

Ebenso klar werden die philosophischen Auf-
fassungen von Kurt Godel dargestellt (S. 114 ff).
Go6del war davon iiberzeugt, dass ,,die mathe-
matischen Gegenstinde real auferhalb von
Raum und Zeit und unabhingig vom erken-
nenden Subjekt existieren®. Er lehnte rein lin-
guistische und syntaktische Interpretationen
der Mathematik ab, ebenso eine Wahrheit ma-
thematischer Sitze aufgrund von Konventionen.
Intuition ist seiner Meinung nach die Quelle
des mathematischen Wissens.

Auch die philosophischen Auffassungen Witt-
gensteins zur Mathematik werden dargestellt,
freilich auch darauf hingewiesen, dass dies we-
gen mehrdeutiger und sich infrage stellender
Aussagen sehr schwierig ist. Es gibt daher In-
terpreten, die Wittgenstein als Konventionalis-
ten, andere die ihn als Behavioristen oder gar
als strikten Formalisten deuten.

Schlieglich wird auch auf die Bedeutung Tars-
kis hingewiesen, insbesondere auf seine Be-
grindung der Semantik.

Der evolutiondre Standpunkt

In einem eigenen Abschnitt wird der Evolutio-
ndre Standpunkt - eine neue philosophische Grund-
position besprochen (S.118 ff).

Der Rezensent ist tiberrascht iiber die im Ton
negative Sicht dieser philosophischen Richtung
und hilt folgende Variante dieses Standpunktes
fiir zukunftsfahig:

Begriffe, auch mathematische Begriff, werden
als zeitlose aber an den menschlichen Koérper
gebundene (engl. embodied) gedankliche Kon-
strukte des einzelnen Menschen aufgefasst. Ih-
re Uberindividualisierung und Identifizierung
erfolgt durch Kommunikation, insbesondere
durch Sprache. Die Seinsweise dieser Konstruk-
te ist die des fiktiven Ansichbestandes.
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Die Fihigkeit zur Bildung solcher Konstrukte,
die sog. Fiktionsfihigkeit, hat sich im Laufe
der Evolution beim Menschen herausgebildet.
Der evolutionire Vorteil bestand u. a. darin,
dass auch Konstrukte gebildet werden konn-
ten und wurden, welche in die Wirklichkeit
eingebettet sind und somit Teil haben an der
Realitdt. Dadurch bestand die Moglichkeit zur
begrifflichen Beherrschung der Wirklichkeit,
was sich als evolutionirer Vorteil erwies.

Die begriffliche Wirklichkeit ist eine gedank-
liche Konstruktion, u. z. des einzelnen Men-
schen. Zur begrifflichen Wirklichkeit gehoren
diejenigen gedanklichen Konstrukte, welche
auch ,Teilhabe“ an der Wirklichkeit haben,
welche also in die Wirklichkeit ,eingebettet®
sind.

Bei der Metapher Teilhabe ist das Umgekehrte
wie bei Platon gemeint. Nicht die Wirklich-
keit hat Teil an den Ideen. Den ideenihnlichen
gedanklichen Konstrukten kommt umgekehrt
Teilhabe an der Wirklichkeit zu, sie sind ver-
ankert in der Wirklichkeit. Auch bei den Aus-
driicken einbetten und verankern handelt es sich
um eine Metapher. Das ist keine Schwiche die-
ser Position.

Diese Auffassung kann man im Universalien-
streit als realistische Variante eines Konzep-
tualismus auffassen. Sie geht auch konform
mit der modernen Hirnforschung, der ge-
genwirtigen Kognitionspsychologie und den
Lerntheorien, nach denen begriffliches Lernen
eigenstindig vom Lernenden vollzogen wer-
den muss. Begriffe als gedankliche Konstrukte
kénnen nicht aufgezwungen werden, sondern
sind individuell vom Lernenden selbst aufzu-
bauen. Der Lehrende kann nur Anreger sein
und Hilfestellung leisten. Anschliefende Kom-
munikation, insbesondere sprachliche, kann
feststellen, ob auch alle Schiiler dasselbe ge-
dankliche Konstrukt gebildet haben. Eventuelle
Korrekturmafnahmen konnen eingeleitet wer-
den.

Die Anregungen, solche Begriffe zu bilden, ge-
hen dabei durchaus von der Wirklichkeit aus.
Der Begriff der Strecke zum Beispiel kann in
einem Prozess der idealisierenden Abstraktion
aus Kanten an Gegenstidnden gebildet werden,
der Begriff der Fliche an Ackern, Feldern. Die-
se mathematischen Begriffe sind so von ihrer
Entstehung her schon eingebettet in die Wirk-
lichkeit.

Philosophie der Mathematik nach 1960
Seit Anfang der 1960er Jahre gibt es eine Wei-

terentwicklung der Philosophie der Mathema-
tik.
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Natiirlich gibt es auch in dieser Zeit Vertre-

ter der monistischen Auffassungen des Logi-
zismus, des formalistischen Hilbertschen Pro-
gramms und intuitionistische Konstruktivisten.
Doch gibt es zunehmend anti-foundationale
Auffassungen. Die reale Mathematik und die
aktuelle Forschungspraxis treten in den Vorder-
grund. Wissenschaftstheoretische Uberlegun-
gen zur Mathematik gewinnen an Bedeutung.
Es entstanden quasi empirische Konzeptionen
z.B. unter dem Einfluss der Philosophie von K.
Popper, von Imre Lakatos, der auch die Mathe-
matik unter den Wissenschaftsbegriff Poppers
fasst. Lakatos Meinungen werden ausfiihrlich
besprochen.

Als weiteres Beispiel wird die Theorie von

R. L. Wilder ausfiihrlich dargestellt, der die
Mathematik insbesondere als kulturelles Phino-
men sieht.

Erwihnung finden auch die Auffassungen von
R. Hersh und H. Putnam, sowie S. Shapiro und
H. Field.

In diese Zeit fillt auch der Einsatz des Com-
puters in der mathematischen Wissenschaft.
Die Verfasser unterscheiden S. 134 sechs unter-
schiedliche Verwendungsweisen.

Der Vier-Farben-Satz war der erste Satz, der
wesentlich unter Verwendung eines Computers
bewiesen wurde. Die Frage, ob das ein zulissi-
ger Beweis ist, wird diskutiert.

Nicht beriicksichtigte neuere Entwicklungen

Die Entwicklung der Philosophie der Mathe-
matik seit dem 2. Weltkrieg ist in der Tat sehr
vielgestaltig. Da ist es schwierig, Vollstindig-
keit zu erreichen.

Der Rezensent hitte sich z.B. gewiinscht, wenn
auf den interessanten Ansatz eingegangen wor-
den wire, die Erfindung mathematischer Be-
griffe durch den Menschen evolutionir aus
dem Metapherbegriff zu erkliren (Georg La-
koff, Rafael E. Nunez, Where Mathematics Comes
From. How the Embodied Mind Brings Mathematics
into Beeing; New York Basic Books 2000), zumal
die mathematischen Beispiele, die in diesem
Buch als Beleg fiir die Thesen der Autoren her-
angezogen werden, fast ausschlieflich aus der
Elementarmathematik stammen und also auch
fiir die Didaktik der Mathematik beachtenswert
sind.

Dieses Buch ist, wie der englische Ausdruck
»embodied” im Titel erkennen lisst ganz im
Geiste einer Philosophie geschrieben, die eine
platonische Welt von Ideen oder eine eigen-
stindige geistige Welt 3 im Sinne von Popper
ablehnt und die Begriffe nur in verkorper-

ter Form, also eingebunden in den mensch-
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lichen Kérper versteht. Lakoff hat dazu auch
das grundlegende Buch geschrieben: Lakoff-
Johnson, Philosophy in the Flesh, New York, Basic
Books 1999.

Eine weitere wissenschaftstheoretische Rich-
tung, die nicht beriicksichtigt ist, besteht in
dem Bemiihen, auch soziologische Aspekte zur
Beschreibung und Analyse des Phinomens Ma-
thematik heranzuziehen. Hierzu gehort insbe-
sondere das Buch Bettina Heintz, Die Innenwelt
der Mathematik. Zur Kultur und Praxis einer bewei-
senden Disziplin, Springer Verlag, Wien 200o0.
Auch das Buch I. Maa, Mathematik als soziales
System Geschichte und Perspektiven der Mathematik
aus systemtheoretischer Sicht, Deutscher Studien-
verlag, Weinheim 1988, gehort zu dieser Rich-
tung.

Die Diskussion um die Grundlagen der Mathe-
matik war in den letzten 30 Jahren weltweit
sehr lebhaft. Fithrende Logiker und Wissen-
schaftstheoretiker an renommierten Universi-
titen vor allem in den USA haben sich daran
beteiligt. Erwdhnt seien: M. Balaguer (UC Los
Angeles), P. Benacerraff (Princeton), G. Boolos
(MIT), L. P. Burgess (Princeton), Ch. S. Chihara
(Berkeley), M. Dummet (Oxford), B. Hale (Shef-
field), Ph. Kitcher (New York), P. Maddy (UC
Irvine), M. Schirn (Miinchen), M. Steiner (Je-
rusalem), W. W. Tait (Chicago), C. Wright (St.
Andrews).

Sie werden im Buch nicht erwihnt. Das kann
man den Verfassern nicht zum Vorwurf ma-
chen. Es hitte ja nicht geniigt, nur die Namen
zu erwihnen. Es hitte neben der Grundposition
bzw. Mischposition die besondere Leistung des
jeweiligen Wissenschaftlers herausgearbeitet
werden miissen. Das hitte den Rahmen dieser
einfithrenden Darstellung gesprengt. Wer sich
vertieft mit der neueren Entwicklung beschif-
tigen will, dem sei als erster Anhaltspunkt das
Buch M. Schirn (Hg.), The Philosophy of Mathe-
matics Today, New York 2005 (2. Aufl.), empfoh-
len.

Die systematische Behandlung der
Grundsatzprobleme

Im dritten Kapitel erfolgt eine systematische
Behandlung der drei grofen Problembereiche
der Philosophie der Mathematik, die schon im
ersten Kapitel herausgestellt wurden, nimlich
der Problembereich Zahlbegriff, der Problembe-
reich Unendlich, der Problembereich Kontinu-
um und unendlich klein.

Die verschiedenen Auffassungen, die in der Ge-
schichte der Philosophie und der Mathematik
dazu vertreten worden sind, werden systema-
tisch gesichtet und einander gegeniibergestellt.
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Das vertieft die Darlegungen des zweiten Kapi-
tels. So kann man z.B. iiber die Unendlichkeit
bei Kant, die intuitionistische Unendlichkeit
und die logistischen Hypothesen des Unend-
lichen sowie die formalistische Haltung und
heutige Tendenzen lesen.

Heute hat sich das aktual Unendliche gegeniiber dem
potentiell Unendlichen, das 2000 Jahre das Denken
bestimmte, durchgesetzt.

Sehr ausfiihrlich wird iiber das Kontinuum-
problem und seine Verdstelungen berichtet. An
mehreren Stellen des Buches kommt zum Aus-
druck, dass die gegenwirtige Auffassung des
Kontinuums als Menge von atomistischen Ele-
menten eine Revolution gegeniiber der klas-
sischen Kontinuumsauffassung und seiner
Grundvorstellung sei.

Ausfiihrlich wird auch tiber den geschichtli-
chen Weg der Elimination der unendlich klei-
nen GréfRen und ihre Ersetzung durch den
Grenzwertbegriff berichtet. Widersprochen wer-
den muss der Anmerkung S. 171, das Unendlich
Kleine sei aus dem Denken verschwunden. Es
ist aus den korrekten Beweisen, aber nicht aus
dem Denken insbesondere bei den Anwendern
von Mathematik verschwunden. Seit den 1960er
Jahren ist es sogar rehabilitiert worden. Die
Verfasser meinen S. 187, dies sei noch gar nicht
richtig wahrgenommen worden.

Mengen und Mengenlehren

Das vierte Kapitel des Buches trigt den Titel
Mengen und Mengenlehren. Das Wesentliche klar
betonend werden besprochen: Paradoxien des
Unendlichen, Mengen und das Universalienpro-
blem, die Mengenlehren nach Zermelo-Frinkel
und nach v. Neumann, Bernays, Godel sowie
Modifikationen z.B. von W. Ackermann und
von Quine (N.F. und M.L.). Weitere Themen
sind die Problemkreise Auswahlaxiom und
Kontinuumshypothese.

In diesem Kapitel wird sehr viel Kluges iiber
Mengen und das Kontinuum gesagt, wie z. B.
,»Es war Jahrhunderte hindurch undenkbar, das
Kontinuum als Menge von Individuen zu den-
ken.“ ,Wir kénnen vom Mengenbegriff die Lo-
sung des ontologischen Problems erwarten.”
,Wir kénnen beim Begriff der Menge nicht auf
eine alte philosophische Tradition der Diskussi-
on dieses Begriffs wie beim Zahlbegriff zurtick-
greifen.“ ,Da alle mathematischen Begriffe auf
Mengen zuriickgefiihrt werden konnen, wird
alles in der Mathematik statisch zeitlos.“

In diesem Kapitel hitte sich auch ein Hinweis
auf A. Oberschelp Allgemeine Mengenlehre, B.I.
Wissenschaftsverlag, Mannheim 1994, ange-
boten. Bei Oberschelp kénnen beliebige Klas-
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sen widerspruchsfrei ohne Voraussetzung der
iiblichen Mengenaxiome gebildet werden. Zu-
sdtzliche Axiome ergeben die Zermelo-Frinkel-
Mengenlehre, die in klassenlogischer Darstel-
lung sehr handlich und niher an der mathema-
tischen Sprache ist als die tiblichen pridikaten-
logischen Darstellungen.

Bei Oberschelp findet sich im einleitenden Ka-
pitel auch ein Uberblick iiber die Entwicklung
der verschiedenen Mengenlehren und deren
Anlisse und Hintergriinde einschlieflich Aus-
wahlaxiom und Kontinuumshypothese. Dieser
Bericht kann fiir Leser empfohlen werden, wel-
che eine Vertiefung gegeniiber dem Buch von
Bediirftig und Murawski wiinschen.

Axiomatik und Logik

Kapitel 5 behandelt das Thema Axiomatik und
Logik. Logik hat u.a. die Aufgabe, die spezifi-
sche Art des mathematischen sich Ausdriickens
zu analysieren. Sie unterscheidet dazu Syntax
und Semantik der mathematischen Ausdriicke.
Beides wird in den Grundziigen dargestellt.
Auch der Kalkiilbegriff wird reflektiert. Auch
ein kurzer Abriss der Geschichte der Logik von
der Syllogistik des Aristoteles, iiber die Anfin-
ge der Aussagenlogik bei Philon von Megara
und in der Stoa, die Scholastik, Reimundus
Lullus, Leibniz, Boole, Bolzano, Frege, Peano,
Whitehead, Russel, Tarski.

Danach folgt ein Abriss zur Geschichte der
Axiomatik von Euklid bis Hilbert. Insbeson-
dere wird auf die Kontroverse zwischen Hilbert
und Frege eingegangen. Auch wird eine Prizi-
sierung des Theoriebegriffs angegeben.

In diesem Kapitel kommen auch die Nichtstan-
dardmodelle der Arithmetik der natiirlichen
Zahlen in der Logik erster Stufe zur Sprache.
Die Ursache hierfiir erfihrt man in dem Satz
von Lowenheim und Skolem. In der Logik der
zweiten Stufe kann man eine kategorische Cha-
rakterisierung der natiirlichen Zahlen angeben,
d.h. dass es bis auf Isomorphie nur ein Modell
gibt.

Auch die beiden Gédelschen Unvollstindig-
keitssitze werden auf den Seiten 263 und 269
kurz besprochen.

Zum Verschwinden der Grofen als Fundament der
Mathematik (S.175 ff).

Die Verfasser stellen iiberzeugend dar, dass die
Mathematik ,seit der Ersetzung der Zahlen der
Pythagoreer durch die Grofen bei Eudoxus und
Euklid bis in die Mitte des 19. Jahrhunderts hin-
ein eine Wissenschaft der GréRen“ gewesen sei.
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,GroRen bildeten das Fundament®. ,Der grie-
chische Ersatz fiir reelle Zahlen waren die Ver-
hiltnisse von Grofen.”

Zwar wurde dieser Verhaltnisbegriff nirgends
eindeutig definiert. Doch konnte die Gleichheit
selbst irrationaler Verhiltnisse prizisiert wer-
den. Das war eine grofe Leistung. Doch wurde
im Laufe der geschichtlichen Entwicklung der
Mathematik die Einfiihrung rationaler und irra-
tionaler Zahlen immer dringender. Thre Zuriick-
fithrung auf die natiirlichen Zahlen ohne Ver-
wendung von Grofen und GréRenverhiltnissen
gelang dann erstmalig Cantor und Dedekind.
Das war eine der grofen Leistungen der Ma-
thematik um 1900. Diese Entwicklung missfiel
G. Frege. Er wollte die Zahlen mit dem Messen
verbinden. Thm schwebte daher eine Prizisi-
on des GroRenbegriffs vor. Zu diesem Zweck
fithrte er den Begriff des GroRengebietes ein,
der wie neuere Rekonstruktionen der Theorie
von Frege zeigen, mit dem Begriff des GroRen-
bereichs wie ihn Arnold Kirsch 1970 definiert
hat, tibereinstimmt. (vgl. H. Griesel, Reform of
the construction of the number system with reference
to Gottlob Frege, ZDM Mathematics Education
(2007) 39: 31-38.)

Verschwunden ist in der Mathematik der Gro-
Renbegriff als Grundlagenbegriff fiir die Ein-
fithrung der Zahlen und anderer mathemati-
scher Begriffe. Er ist aber unentbehrlich, wenn
man die Anwendbarkeit der Mathematik im
Blick hat. Man denke nur an die vielen Gré-
Ren, die in der Physik vorkommen: Linge, Fli-
cheninhalt, Volumen, Anzahl, Masse, Zeitdau-
er, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Impuls,
Kraft, Energie, Leistung, Feldstirke, elektrische
Ladung usw. Alle diese Begriffe gehéren zur
mathematischen Physik und sind auch mathe-
matische Begriffe. Sie sind jeweils durch ein
Messverfahren definiert, in welchem der mul-
tiplikative Vergleich von GréRenwerten erklart
wird. Die Ergebnisse eines solchen multiplikati-
ven Vergleichs sind die Zahlen.
Charakteristisch fiir den Begriff der Groge ist
also, dass es sich um einen Begriff handelt,
der mehrere Werte annehmen kann und dessen
Werte untereinander multiplikativ verglichen
werden konnen, wobei Zahlen als Vergleichser-
gebnisse auftreten. Das multiplikative Verglei-
chen wird auch Messen genannt.

Dies alles ldsst sich leicht formal prizisieren.
Darauf wird hier verzichtet.

Wenn man also die Zahlen anwendungsorien-
tiert einfithren will, wie das Frege wollte und
wie es heute in der Schulmathematik auf der
ganzen Welt iiblich ist, und wenn man diesen
genetischen Prozess prizisiert darstellen will,
dann kann man auf den GréRenbegriff nicht
verzichten.
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GroRen kommen auRerdem in der Angewand-
ten Statistik als zentraler Begriff vor. Es ist dort
sehr wichtig, GréRen als sog. Verhiltnisskalen
von anderen Skalen wie Nominalskalen, Ordi-
nalskalen und Intervallskalen abzugrenzen, da
die anzuwendenden statistischen Verfahren von
der Skalenart abhingen.

Ganz verschwunden sind die GroRen also nicht
aus der Mathematik.

Zur Anwendbarkeit der Mathematik

Eins wird aus der Lektiire des Buches klar: Das

Phinomen der Anwendbarkeit der Mathematik

wird in der gegenwirtigen Philosophie der Ma-

thematik nicht hinreichend griindlich behan-
delt. Dies wird auch durch die Tatsache belegt,
dass die Verfasser diesem Thema keinen eige-
nen Abschnitt widmen, sondern nur situativ an
verschiedenen Stellen darauf eingehen.

Immerhin werden auf den Seiten 133134 vier

Hypothesen benannt, die in der Philosophie der

Mathematik zu finden sind:

1. Es gibt eine tiefe ontologische Verwandt-
schaft zwischen mathematischen und physi-
schen Begriffen. Der Unterschied besteht nur
im Grad der Allgemeinheit.

2. Die Gegenstinde der Mathematik sind For-
men physischer Erscheinungen (N. D. Good-
man, Mathematics as a Natural Science, Journal
of Symboli Logic 55 (1990), 182-193).

3. Mathematische Begriffe sind das Resultat
von Ablosungen aus der Realitit und deren
Tradierungen (Lorenz, Damerow, Wilder).

4. Das Phinomen der Anwendbarkeit der Ma-
thematik ist und bleibt mysteriés und hat
keine rationale Erklirung (E. P. Wigner, The
Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the
Natural Sciences, Communications on Pure
and Applied Mathematics 13 (1960), 1-14).

Alle vier Hypothesen werden nicht breit aus-

gefiihrt, sondern im Grunde nur beildufig er-

wihnt. Resignierend stellen die Verfasser fest:

»,Man muss eingestehen, dass es eine eindeuti-

ge Erkliarung fiir diese ritselhafte Anwendbar-

keit der Mathematik nicht gibt“ (S. 133).

Anmerkungen zur Anwendung der Mathematik

findet man noch an weiteren Stellen des Bu-

ches. So wird z.B. auf S. 63 die gegenwirtige

Position des Materialismus (hdufig gegenwirtig

lieber Naturalismus genannt) dargestellt: Ma-

thematik ist aus den praktischen Bediirfnissen
der Menschen entstanden. Sie ist nicht angebo-
ren, sondern entwickelt sich im Prozess der Er-
schlieRung der Natur durch den Menschen. Sie
ist aus der objektiven Wirklichkeit abgeleitet
und entsteht in einem Prozess der Idealisierung
und der Abstraktion aus der materiellen Wirk-
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lichkeit, die uns umgibt. Daraus erklirt sich,
warum die mathematischen Aussagen zur Be-
schreibung der sinnlich wahrnehmbaren Welt
herangezogen werden konnen.

Es fillt auf, dass sich diese Charakterisierung
ganz in der Nihe der Begrifflichkeit der ge-
genwirtig herrschenden Lerntheorien befindet.
Auch ist sie mit einer evolutioniren Erkennt-
nistheorie vertriglich.

In einer dringend gewtiinschten Entwicklung
der Philosophie und Wissenschaftstheorie der
Anwendbarkeit von Mathematik diirfte auch
dem Begriff der GroRe eine zentrale Rolle zu-
kommen. Mit dessen Hilfe lisst sich dann
auch der Begriff des Modells prizisieren (vgl.
H. Griesel, Modelle und Modellieren, eine didaktisch
orientierte Sachanalyse, zugleich ein Beitrag zu den
Grundlagen einer mathematischen Beschreibung der
Welt, in: Mathematikunterricht im Spannungs-
feld von Evolution und Evaluation, Festschrift
fiir Werner Blum, Hg. H.-W. Henn und G. Kaiser,
Franzbecker Verlag Hildesheim, Berlin 2005)

Es wire sicherlich fiir eine vertiefte Diskussion
der Philosophie der Anwendbarkeit von Ma-
thematik férderlich gewesen, wenn die an der
Universitit Bielefeld angenommene Dissertation
von Th. Wilholt, Zahl und Wirklichkeit, Eine phi-
losophische Untersuchung iiber die Anwendbarkeit
der Mathematik, mentis Verlag, Paderborn 2004,
einbezogen worden wire.

Wilholt vertritt einen ,,behutsamen Realismus®,
was die mathematischen Gegenstinde anbetrifft
(S. 281 ff). Die Mathematik sei eine zweigeteilte
Wissenschaft, einerseits eine realistische Ma-
thematik und andererseits ein Studium forma-
ler Systeme, wie bei der abstrakten Algebra.

Es gebe zwei Arten von Anwendung der Ma-
thematik: Primire, bei denen die Triger von
(extensiven) GréRen in der Wirklichkeit veran-
kert sind und sekundire bei der Anwendung
formaler Systeme.

Auf die Frage, warum die Mathematik anwend-
bar ist, gibt der Verfasser S. 287 die Antwort:
»Es wird keine universelle Antwort geben®.

Er stellt weiter fest, die Philosophie der an-
gewandten Mathematik sei ein faszinierender
Forschungsbereich an der Schnittstelle zwi-
schen der Philosophie der Mathematik und der
Wissenschaftstheorie der Naturwissenschaften,
die hoffentlich noch erhellende Einsichten in
die Rolle der Mathematik in den empirischen
Wissenschaften bringen werde.

Elementarmathematik der Schule als empirische
Theorie der Lebenswirklichkeit
Eine solche Theorie diirfte fiir die Didaktik der

Mathematik von grofer Bedeutung sein, denn
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die Elementarmathematik, wie sie vom ersten
Schuljahr an gelehrt wird, soll anwendungsori-
entiert aufgebaut werden. Elementarmathema-
tik der Schule ist eine empirische Theorie der
Lebenswirklichkeit und muss entprechend in
der Schule aufgebaut werden.

Es ist zu erwarten, dass die Didaktik der Ma-
thematik aus einer Theorie ihrer Anwendung
grundsitzliche Erkenntnisse zum Aufbau eines
Curriculums mit der Bereitstellung von Anre-
gungssituationen von didaktischen Magnahmen
und der Prizisierung von Kompetenzen fiir eine
solche empirische Theorie der Lebenswirklich-
keit erhilt.

Es sei auch daran erinnert, dass unsere Kol-
ner Kollegen Burscheid und Struve seit Jahren
versuchen, aus einer strukturalistischen Ana-
lyse der Elementarmathematik Nutzen fiir die
Didaktik der Mathematik zu ziehen.(vgl. H. J.
Burscheid, H. Struve, Mathematikdidaktik in Re-
konstruktionen, Ein Beitrag zu ihrer Grundlegung,
Verlag Franzbecker, Hildesheim, Berlin 2010).
Ein grofes Handicap hierbei ist die aufwen-
dige Begrifflichkeit, die dem philosophischen
Strukturalismus anhaftet. Eine Theorie der An-
wendung von Mathematik, insbesondere der
Elementarmathematik auf der Grundlage des
Grofenbegriffs ist vermutlich durchsichtiger
und Klarer.

Wer meint, das sei utopisch, der sei auf die
Analyse der sog. Schlussrechnung von Arnold
Kirsch hingewiesen, die inzwischen in allen
Lehrplinen der Bundeslinder und in den Cur-
ricula der Schulbiicher ihre deutlichen Spuren
hinterlassen hat. In seinen Analysen spielt der
Grofenbegriff eine zentrale Rolle.

Zur Bedeutung der Philosophie der Mathematik fiir
Mathematikdidaktiker und Mathematiklehrer

Damit sind wir bei der Frage nach der Bedeu-
tung der Philosophie der Mathematik fiir die
Mathematikdidaktik angelangt.

Fiir jeden Mathematikdidaktiker und Lehrer
muss erwartet werden, dass er einen hinrei-
chenden Uberblick iiber das Phinomen Mathe-
matik besitzt. Dazu gehort insbesondere auch
die Philosophie der Mathematik mit ihrer Re-
flexion tiber Gegenstinde, Methoden, Systeme,
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Praxis, Entwicklung und Anwendung von Ma-
thematik sowie deren Einbindung in Kultur
und Zivilisation.

Auch Philosophie der Mathematik gehort zur mathe-
matischen Allgemeinbildung eines Mathematikers.
Dariiber hinaus hat die Philosophie der Mathe-
matik auch Riickwirkungen auf den Mathema-
tikunterricht und seine Curricula. Nichts ist

so nachhaltig bildungswirksam wie ein Unter-
richt, der konsequent Phasen der Reflexion mit
einschlieft. Die Mittel dazu liefert u. a. die Phi-
losophie der Mathematik. Daher sollten dies-
beziigliche Kenntnisse zum Berufswissen des
Mathematiklehrers und des Mathematikdidakti-
kers gehoren.

Schlieglich sollte jedem Mathematiklehrer wih-
rend seines Studiums eine griindliche Kenntnis
der Elementarmathematik als empirische Theo-
rie der Lebenswirklichkeit vermittelt werden,
weil er diese spiter unterrichten muss. Zentrale
Hilfen und Anregungen dazu kann die Philoso-
phie der Mathematik liefern.

Schlussbemerkung

Es handelt sich um ein hervorragendes Buch,
das auch als Nachschlagewerk sehr gut brauch-
bar ist.

Der Rezensent kann bekennen, dass er viel an
Fakten, aber auch an Zusammenhingen gelernt
hat.

Das Buch sei daher allen Mathematikern, vor
allem den Mathematikdidaktikern und Mathe-
matiklehrern zur Lektiire empfohlen.

Es gehort unbedingt in die Universititsbiblio-
thek und in die Bibliothek der fachinhaltlichen
bzw. fachdidaktischen Seminare.

Hingewiesen sei auch auf das umfangreiche
Literaturverzeichnis, das Personen- und das Be-
griffsverzeichnis sowie auf einen Anhang mit
Kurzbiografien von Philosophen und Logikern.
Dies unterstreicht die Empfehlung als Nach-
schlagewerk.

Thomas Bediirftig und Roman Murawski, Philo-
sophie der Mathematik, Verlag De Gruyter Berlin
2010, 322 Seiten, 79,95 Euro.
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