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Stoffdidaktik konkret: Aquivalenz von Gleichungen

Reinhard Oldenburg

In den letzten Ausgaben der GDM-Mitteilungen
gab es zahlreiche Aufsitze, die sich mit dem Be-
griff der Stoffdidaktik, seiner Definition und seiner
Bedeutung beschiftigt haben. Viele Ausfithrungen
konnen den Eindruck erwecken, in der Stoffdidak-
tik seien die wesentlichen Fragen gekldrt. Dem ist
aber nicht so, wie dieser kleine Beitrag zeigt.
Ausgangspunkt ist die folgende Frage: Sind
die beiden Gleichungen x = 0 und y = 0 &qui-
valent? Aquivalenz von Gleichungen ist ein zen-
traler Begriff in der Mathematik der Sekundar-
stufe I und deswegen konnte man annehmen,
er sei geklart. Gegen diese Einschidtzung spricht
aber eine kleine Befragung im Kollegenkreis: 10
Kollegen sagten ,ja”, 7 ,nein”, einige weitere
waren unentschieden. Fachwissenschaftliche Kol-
legen tendieren zu ,nein”. Diese kleine Befra-
gung erhebt keinen Anspruch auf Représentativi-
tit, sie beweist aber zweifelsfrei: Es gibt kein ge-

teiltes Verstandnis der Aquivalenz von Gleichun-

gen.

Welche Definitionen des Begriffs Aquivalenz
von Gleichungen findet man in der Literatur?

o Losungsmengendquivalenz: Zwei Gleichungen
sind dquivalent, wenn sie die gleiche Losungs-
menge haben. Kirsch formuliert das so: ,,Aqui—
valenz zweier Aussageformen bedeutet nichts
anderes als Gleichheit ihrer Erfiillungsmengen”
(Kirsch, 1997, S. 108). In dieser Sichtweise sind
beide Gleichungen dquivalent, da jeweils {0} Er-
fillungsmenge ist.

o Variablenbezogene Ldsungsmengendquivalenz:
Zwei Gleichungen in der gleichen Variablen sind
dquivalent, wenn sie die gleiche Losungsmenge
haben. Kirsch vertritt auch diese Position: ,Man
kann ein- und dieselbe Menge durch verschie-
dene Aussageformen mit derselben freien Va-
riablen beschreiben. Das sind dann ,aquivalen-



._4

GDM-MITTEILUNGEN 101 - 2016

te” Aussageformen” (Kirsch, 1997, S. 107)." Mit

dieser Auffassung sind die beiden Gleichungen

nicht dquivalent.
Versionen der ersten Fassung dominieren in den
Schulbiichern. Allerdings wird die Umbenennung
der Variablen in keinem Fall betrachtet, insbe-
sondere wird nirgends die dann mogliche Aqui-
valenztransformation der Variablenumbenennung
thematisiert.

Da die deutliche Mehrheit der Schulbiicher
und die knappe Mehrheit der Kollegen, die bei-
den Gleichungen als dquivalent betrachten, stellt
sich die Frage, ob das Problem nicht einfach da-
durch gelost werden kann, dass die variablenbe-
zogene Losungsmengendquivalenz als Fehlvorstel-
lung klassifiziert wird. Ich bin aber nicht dieser
Auffassung. Grund ist das Substitutionsprinzip:
Objekte und Ausdriicke konnen durch dazu dqui-
valente Objekte und Ausdriicke ersetzt werden.

Wendet man dieses Prinzip unter der Annah-
me, die beiden Gleichungen seien dquivalent, auf
das Gleichungssystem x = 0,y +1 = 2 an, er-
hilt man y = 0,y + 1 = 2. Die korrekte Formulie-
rung des Substitutionsprinzips muss dann lauten:
Aquivalente Objekte darf man manchmal, je nach
Kontext, durcheinander ersetzen, manchmal auch
nicht.

Ein weiteres Problem der Losungsmengenéaqui-
valenz ist, dass sie sich auf Gleichungen und Glei-
chungssysteme mit mehr als einer Variablen nur
mit Zusatzinformationen (etwa einer Variablen-
ordnung, die die Losungstupel eindeutig interpre-
tierbar macht) anwenden lasst.

Eine stoffdidaktische Analyse ist einfach und
erkldrt nebenbei den oben angedeuteten Befund,
warum Fachwissenschaftler zur Nichtdquivalenz
tendieren.

In der Logik wird die Bedeutung eines Terms
oder einer Gleichung (dass man dazwischen nicht
unterscheiden muss, ist ein grofler Vorteil!) ge-
geben durch Interpretationen: Eine Interpretation
ist eine Belegung von Variablen mit Werten. Zwei
Terme oder Gleichungen definiert man sinnvol-
lerweise als einsetzungsdquivalent, wenn sie un-
ter jeder Interpretation jeweils den gleichen Wert
haben. Betrachtet man etwa die Interpretation
{x =0,y =1} dann hat unter dieser Interpretati-
on x = 0 den Wert ,wahr”, y = 0 dagegen den
Wert ,falsch”, weil sich durch das Einsetzen ein-
mal 0 = 0, das andere mal 1 = 0 ergibt. Daher
sind die Gleichungen nicht dquivalent.

Es gibt noch einen zweiten Aquivalenzbegriff,
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den man davon abgrenzen kann: Zwei Gleichun-
gen (oder Terme) sind umformungsdquivalent,
wenn sie durch eine Kette zuldssiger Aquiva-
lenzumformungen ineinander umgeformt werden
konnen. Dieser Umformungskalkiil ist korrekt,
wenn alle umformungsaquivalenten Gleichungen
auch einsetzungsdquivalent sind, und vollstin-
dig, wenn alle einsetzungsdquivalenten Gleichun-
gen auch umformungsaquivalent sind. Beide Ziele
kann man nicht erreichen, wie ein klassisches Re-
sultat der Logik zeigt, und Korrektheit ist wich-
tiger: Man wahlt und legitimiert Umformungs-
regeln gemidfl der Bewahrung der Einsetzungsa-
quivalenz. Auch fiir den Unterricht interessante
Beispiele sind (iiber Q oder R) die Gleichungen
x> 4+1 = 0,x*+2 = 0,sin(x) = 2, die paarwei-
se einsetzungsdquivalent, aber nicht umformungs-
dquivalent sind.

Auch in der Schulbuchliteratur konnte man
diese Sicht verwenden. Statt Interpretation bietet
es sich vielleicht an, von Belegung zu sprechen. Ei-
ne Moglichkeit zur Einfithrung von Variablen ist,
dass man statt vieler baugleicher Zahlterme einen
Term mit einer Variablen betrachtet (z.B. 3 - x + 4
als vereinfachten Term fiir den Preis einer Taxi-
fahrt von x Kilometern) und dann den Wert un-
ter verschiedenen Belegungen x = 1, x = 2, u.s.w.
berechnen ldsst. Das Konzept der Belegung dehnt
sich dann systematisch auf mehrere Variablen aus
und kann im ganzen Verlauf der Algebra verwen-
det werden. Insbesondere klirt dies auch, was man
unter dem Verdnderlichenaspekt versteht: Weder
das Symbol x &dndert sich, noch &ndert sich die
Zahl, auf die x verweist, sondern man dndert die
Belegung. Das Losen einer Gleichung ist die Suche
nach einer Belegung, unter der die Gleichung den
Wert ,, wahr” ergibt.

Nachdem diese Klirung erfolgt ist, sollte man
noch einen kritischen Blick zurtick werfen — wieso
sind so viele Kollegen Anhdnger der problemati-
schen Ansicht, die beiden Gleichungen seien dqui-
valent? Dies dtirfte daran liegen, dass wir bei Glei-
chungen traditionell eine bei Funktionen verbrei-
tete Unterscheidung nicht machen. Bei Funktio-
nen unterscheiden wir zwischen der Funktion und
dem Funktionsterm. Die Terme x + 1 und y + 1
sind selbstverstandlich verschieden, die Funktio-
nen mit den Definitionen f(x) = x+1,8(y) =
y + 1 sind aber gleich. Das liegt daran, dass hier
ein impliziter Allquantor steht, gemeint ist ja Vx :
f(x) = x+1, und durch Quantoren gebundene
Variablen konnen selbstverstindlich umbenannt

Ich lese dabei den Teil ,in derselben freien Variablen” als Anforderung fiir die Aquivalenz. Es konnte auch sein, dass Kirsch das
verstanden haben wollte als Einschrénkung der Definition und dass {iber Aussageformen mit verschiedenen Variablen gar keine
Aussage gemacht werden soll. Dies erscheint mir aber eher wenig plausibel.
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werden. Wir haben in der obigen Analyse Glei-
chungen als analoge Objekte zu Termen verstan-
den: Eine Gleichung besteht aus zwei Termen und
einem Gleichheitszeichen. Anhénger der Aquiva-
lenz kénnten diese Sicht zurtickweisen und statt
dessen Gleichung und Gleichungsfunktion iden-
tifizieren (so wie einige, aber wenige, Term und
Funktion identifizieren). Die zur Gleichung x +
1 = 2 gehorige Gleichungsfunktion ist eine Abbil-
dung R—? {wahr, falsch}. Die Gleichungsfunktio-
nen zu den Gleichungen x = 0,y = 0 sind gleich,
beides sind die Funktionen, die o auf wahr und
alle anderen Zahlen auf falsch abbilden. Die La-
ge wdre also iibersichtlicher, wenn man zwischen
Gleichung und Gleichungsfunktion ebenso unter-
scheiden wiirde, wie zwischen Funktionsterm und
Funktion.
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Auf Basis dieser stoffdidaktischen Analyse
kann man also den Begriff der Aquivalenz kladren,
leicht zugédnglich machen und das Substitutions-
prinzip bewahren. Stoffdidaktik wére tiberfliissig,
wenn nicht in fast allen Schulbtichern eine unge-
eignete Definition der Gleichungsédquivalenz stiin-
de.
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