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Altlasten des Mathematikunterrichts

DiIsKuUssION

Eine Diskussion mit dem Ziel der Entschlackung

Reinhard Oldenburg

In der Zeitschrift Praxis der Naturwissenschaften —
Physik gab es vor Jahren eine Serie, die systema-
tisch veraltete Konzepte und Sprechweisen, die sich
im Physikunterricht finden lassen, aufgegriffen und
diskutiert hat. Die Mathematik hat moglicherweise
weniger Altlasten — fiir eine Serie reicht es wohl
nicht, aber es gibt durchaus einiges, was die Schul-
mathematik an Ballast angehduft hat.

Dieser Beitrag fiihrt eine Reihe von solchen Alt-
lasten auf und macht Vorschldge zu ihrer Entsor-
gung. Letzteres ist manchmal nur moéglich, wenn
Lehrplanschreiber und Schulbuchautoren sich ein
solches Ziel vornehmen. Aber auch fiir die heute
praktizierende Lehrkraft konnen diese Uberlegun-
gen erhellend sein, weil unnétige komplexe Struk-
turen auch Lernende verwirren konnen und Lehr-
kréfte fiir diesen Umstand sensibilisiert sein sollten.

Notation

Definition

Mathematische Objekte miissen eingefiihrt und oft
benannt werden. Je nach Art werden die Konstruk-
tionsoperationen unterschiedlich geschrieben und
die Art, wie der neue Bezeichner auftritt, variiert.
Dies verdeckt, dass es sich immer um den gleichen
Prozess handelt.

Neue Zahlen (oder besser: Neue Bezeichnungen
fiir alte Zahlen) — sofern sie konstant sind — fiihrt
man ein mit dem Gleichheitszeichen: r = 5. An-
ders bei neuen Punkten: Man schreibt A(1|2) oder
B(1,2). Das sieht aus wie die Anwendung einer
Funktion auf zwei Zahlen. Bei Geraden, die durch
Gleichungen beschrieben werden, iibernimmt ein
Doppelpunkt die Namensfestlegung: g : y =2x + 1
(ebenso in der vektoriellen Schreibweise der Sekun-
darstufe II). Dabei konnte verwirren, dass es so
aussieht als ob eine Gerade durch y geteilt wird
und das Ergebnis gleich einem Term in x ist.

Eine systematische, aber etwas miihsame Ent-
sorgung dieser Altlasten widre — aufiler im ex-
trem hdufigen Fall von Zahlen — immer einen
Konstruktor zu schreiben: A = Punkt(1;2), g =
Gerade (y = 2x + 1). Dieser Konstruktor ist einfach
eine spezielle Funktion. Die Funktion Punkt etwa
bildet ab von der Menge der Zahlenpaare in die

Punkte der Ebene. Die Umkehrfunktion gibt die
Koordinaten eines Punktes. Auch das ist niitzlich,
etwa (3,1) + Punkt~! (Schnittpunkt (g7 )).

Uberlegen kénnte man, ob man immer dann
wenn ein Bezeichner zum ersten mal verwendet
wird, einen Doppelpunkt verwendet: r := 5, A :=
Punkt (1;2).

Buchstaben nicht als Reprisentanten fiir Mengen
Variablen sind an sich bedeutunglose Symbole:
a+b = b+ a gilt genauso wie x +y = y + x, die
als Variablen verwendeten Buchstaben sind irrele-
vant. Es ist schon bedenklich, wenn immer feste
Bezeichnungen verwendet werden, wenn die Ge-
radensteigung immer m heifit, aber das mag noch
vertretbar sein. Was nicht geht ist, wenn Buchstaben
fiir Mengen stehen. So gibt es die Merkregel gera-
de+gerade=ungerade verkiirzt als u + u = g und
analog weitere Regeln fiir Addition und Subtrakti-
on. Darin stehen die Buchstaben nicht fiir Zahlen,
denn sonst miisste, um etwa den Fall 3+5=8 ab-
zudecken, u sowohl fiir 3 als auch fiir 5 stehen.
Richtig ist die Regel nur, wenn man u als Menge
aller ungeraden Zahlen versteht und die Operati-
on elementweise durchfiihrt. Diesen Abstraktions-
grad erreicht der Matheunterricht aber nicht und
so filhren u +u = g und u-g = g dem Schiiler
eine falsche Verwendung von Variablen vor Augen.
Wihrend man mit der ersten immerhin argumen-
tieren kann (2u = g, das ist schliissig), ist das bei
der zweiten Form nicht moglich: Falls g # 0 folgt
u=1

Gemischte Bruchschreibweise und Malpunkte
Gemischte Briiche wie 3% fithren zu vielen Fehlern,
die Notation ist inkonsistent mit den sonstigen Kon-
ventionen der Algebra und sollte in die Marginali-
enspalte der Schulbiicher verbannt werden (Etwa
mit dem Text: Bei einer altmodischen Angabe z. B.
auf einigen Lebensmittel ist .. .). Im Mathematikun-
terricht schreibt man konsequent 3 + % Die entspre-
chenden Schulbuchaufgaben lauten dann einfach:
Stelle das Ergebnis als Summe einer natiirlichen
Zahl und eines echten Bruchs dar.

Analog vermeidet man auch die Verkiirzungsre-
gel zum Weglassen des Malpunktes: 2 - x wird nie
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als 2x geschrieben — und hoffentlich lesen Schiiler
nie sinx als sin - x (noch besser schreibt man sin (x).

Die Bequemlichkeitsregel hat ihre Berechtigung
fiir Experten, die viel schreiben miissen, fiir Novi-
zen ist der Schaden grofier als der Nutzen: Einfach
entsorgen.

Funktionsschreibweisen

Die bei trigonometrischen Funktionen beliebten
Schreibweisen sin? (x) statt (sin (x))* kénnen an
Systematik interessierte Lernende nur verwirren.
Grundsétzlich sollte man ndmlich zwischen einer
Funktion und ihrem Wert unterscheiden, also zwi-
schen f, f (x). Im Beispiel soll der Funktionswert
quadriert werden, nicht die Funktion. Eine sinn-
volle und konsistente Deutung von sin? (x) wére
sin (sin (x)), denn angewendet auf Funktionen als
Objekte kann Quadrieren eigentlich nur doppelte
Hintereinanderausfiihrung bedeuten. Hier ist die
Entsorgung einfach: Man verwendet die verwirren-
de Schreibweise einfach nicht.

Funktionen und Funktionsgleichungen

Viele Kollegen wiirden den folgenden Satz kriti-
sieren: ,Die Funktion f(x) = % ist bei x = 0
nicht definiert.” Anstof ist, dass f (x) = % kei-
ne Funktion, sondern eine Funktionsgleichung ist.
Stattdessen solle man schreiben ,Die Funktion f
mit f(x) = ...” oder eine Pfeilschreibweise fiir
die Funktion benutzen. (Noch konsistenter ware
die Verwendung eines Allquantors: ,Die Funktion
fmitVx: f(x) = %”) Der Einwand ist selbstver-
standlich berechtigt, aber m. E. doch gegenstandslos
oder zumindest gegenstandsarm. Man muss sich
eben einmal klar machen, dass die Funktion nur
das f ist, nicht das Ganze. Man bezieht sich also
mit f auf einen Teil, nicht auf das ganze Dargebo-
tene — so wie wenn ich sage, ,,Da kommt Michael”
und auf einen Mann auf dem Fahrrad zeige. Es
stort nicht, dass da eigentlich nicht Michael alleine
kommt, sondern ein Fahrrad, Kleidungsstiicke und
eben auch Michael. Dass man mit solchen Konven-
tionen, nach denen der Leser oder Zuhorer sich das
Passende heraussuchen muss, normalerweise keine
Probleme hat, belegen auch die Kritiker des obigen
Satzes. Keiner von Thnen, soweit ich sie kenne, hat
bisher Anstof§ genommen am zweiten Teil der Aus-
sage. Dabei ist x = 0 doch gar keine Stelle, sondern
es ist eine Gleichung. Korrekt — und ich meine tiber-
mafig korrekt — miisste es heiflen: , Die Funktionf
mit f (x) = 1 ist an der Stelle x mit x = 0 nicht
definiert.”

Flexibler Umgang mit dem Gleichheitszeichen

Die im Abschnitt zuvor angesprochene Problematik
mit dem Gleichheitszeichen soll noch etwas ver-
tieft werden. Eine fachlich korrekte Vorstellung
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vom Gleichheitszeichen scheint zu sein, dass es
sich um eine Funktion ' =": R x R — {wahr, falsch}
handelt. Diese Sichtweise ist konsistent, wenn man
a=b=calsa=>bAb=cundnichtals (a =b) =c
liest. Allerdings kann man an vielen Stellen ma-
thematische Erkldrungen der folgenden Art ho-
ren und lesen: ,,5 Geodreiecke a 2€ kosten zusam-
men 5 - 2€ = 10€”“. Wenn das Gleichheitszeichen
eine Funktion auf dem kartesischen Produkt ei-
ner Menge mit sich selbst und den Wahrheitswer-
ten als Wertemenge ist, dann ist das Ergebnis des
Gleichheitszeichens in 5 - 2€ = 10€ gleich ,,wahr”
und, weil man Gleiches durch Gleiches ersetzen
darf, sagt der Satz als Ganzes ,5 Geodreiecke a
2€ kosten zusammen wahr”. Das ist Unsinn und
konfligiert mit der Idee, wir hédtten eine Funkti-
on’ =""R x R — {wahr, falsch}. Aber was sonst
konnte das Gleichheitszeichen sein? Etwa das: Die
Bedeutung des Gleichheitszeichens ist der Wert ei-
ner der Seiten, wenn sie gleich sind, sonst aber
Salsch’. OK, damit ist das Geodreicksbeispiel geret-
tet, aber dann ist der Wert von falsch=falsch’ dum-
merweise, falsch’, obwohl ,wahr’ zu erwarten ware.
Ich denke, man wird letztlich nicht umhinkommen,
beide Sichtweise zu erlauben — evtl. mit verschie-
denen Zeichen. Solange das nicht {iblich ist, muss
man die Doppelrolle bewusst machen. Die formal-
logisch korrekte Fassung ist iibrigens die erste, d. h.
logisch korrekt miisste es heiffen ,5 Geodreiecke a
2€ kosten zusammen 5 - 2€ und 5 - 2€ = 10€”

Uberfliissige Begriffe

Das unbestimmte Integral

In mehr als einem Schulbuch kann man lesen, dass
das unbestimmte Integral [ f (x) dx die Menge al-
ler Stammfunktionen sei — um gleich darauf das
Beispiel [ x%dx = %3 + C prédsentiert zu bekommen,
wo links also eine Menge von Funktionen (oder
Funktionstermen) rechts aber ein einziger Funkti-
onsterm steht. Na gut, man sollte die rechte Seite

also lesen als {%3 + C|Ce R}. Mit der Konvention
der punktweisen Operation von Mengen kann man

das auch schreiben als ’3—3 + {C|Ce R} und das ist

%3 + R. Ist damit irgendwas gewonnen? Braucht
man den Begriff?

Auf den Begriff der Stammfunktion kann man
nicht verzichten, aber wozu braucht man den des
unbestimmten Integrals? Bekanntlich sind Integrier-
barkeit und Existenz einer Stammfunktion zwei
unterschiedliche Dinge, wieso also durch eine Ver-
mengung die Dinge (ndmlich die Erwdhnung des
Wortes , Integral” dort wo es um Stammfunktio-
nen geht) enger als notig zusammenbringen? Die
Entsorgung ist einfach: Den Begriff ,unbestimmtes
Integral” kann man einfach weglassen.
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Ortsvektor

Viele Biicher unterscheiden kleinlich Punkte und
Ortsvektoren. Der Hintergrund (Unterschied zwi-
schen Vektorraum und affinem Raum) bleibt allen
Schiilern verborgen, die Unterscheidung zu erler-
nen gelingt nur wenigen, aber alle miissen sich mit
umstdndlichen Formulierungen herumschlagen. Al-
so, einfach nicht unterscheiden und sagen, dass
man das gleiche Zahlentupel mal als Punktkoordi-
naten, mal als (verschiebbaren) Pfeil interpretiert.

Einbeschreiben, Kreis schlagen
Schreibe einem Dreieck ein moglichst grofies Qua-
drat ein? Wie? Da wird doch mehr gezeichnet als
geschrieben? Mit einem Einschreiben hat es auch
nichts zu tun. Beschreiben — das passt, wenn et-
was da ist und man es nur sprachlich fasst, aber
etwas, was noch nicht gefunden ist beschreiben,
ja sogar einbeschreiben? Und gibt es ausbeschrei-
ben? Warum sagt man nicht einpassen? Das passt
auch besser zur Sprache der Handwerker und der
Funktionsanpassung. Nur, leider, das Gegenstiick
,auspassen” gibt es hier auch nicht.

Die Geometrie ist voll von altertiimlicher Sprech-
weisen, die man gefahrlos modernisieren kann:

Kreis schlagen — Kreis zeichnen
Lot fallen — Senkrechte zeichnen
abtragen — abmessen und markieren

Man konnte dariiber nachdenken, hier statt zeich-
nen auch jeweils konstruieren zu sagen.

Vereinfachungen

Ergebnisse, Ereignisse und Elementarereignisse

Die Ergebnismenge () eines Zufallsversuchs enthélt
die einzelnen Ergebnisse, etwa die Augenzahlen
1, 2, 3, 4, 5, 6 beim Wiirfel. In der universitdren
Stochastik werden Ereignisse definiert als Teilemen-
gen von () und Wahrscheinlichkeiten werden Er-
eignissen und nur Ereignissen zugeschrieben. Man
schreibt nicht p(6), sondern p({6}), man sagt nicht
die Wahrscheinlichkeit des Ergebnisses 6, sondern
des Elementarereignisses {6}. Diese Unterscheidung
ist fiir einen formalen strengen Aufbau sinnvoll. Fiir
die Schule ist die Verabredung: , Falls x keine Men-
ge ist: p (x) := p ({x})” sinnvoll und ausreichend.
Damit kann man einen flexiblen Sprachgebrauch
durch Lernende tolerieren — Verwirrung, was ge-
meint sein konnte, ist nicht zu befiirchten.

GrifSen

Das Erbe von Autoritdten kann problematisch sein.
Arnold Kirsch war ein ebenso einflussreicher wie
griindlicher Didaktiker, der die Mathematikdidak-
tik enorm befordert hat. Aber in seinem grofien
Erbe gibt es auch einen Teil, den man als schweres
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Erbe bezeichnen muss: Seine Theorie der Grofien-

bereiche. Kirsch scheidet sorgfiltig Zahlen von Gro-

Bsen und definiert letztere als Elemente eines Gro-

Benbereichs fiir den die folgenden Axiome gelten

(A. Kirsch: Mathematik wirklich verstehen. Aulis,

Koln 1997, S. 53 ff):

m  Menge G mit Operation + und Relation <

» Fir alle A,B,C € Ggilt: (A+B)+C = A+
(B+C),A+B=B+A

m Es gilt entweder A < B oder A = B oder B < A
A+ X = B ist 1osbar genau dann wenn A < B.
Man kann sich dann leicht klar machen, dass

beispielsweise Langen oder Flicheninhalte Gréflen-

bereiche sind, die diesen Axiomen gentigen. Trotz-
dem rate ich dazu, die Theorie der Grofienberei-
che zu entsorgen, weil sich die Mathematik damit
zu weit von ihren Anwendungen entfernen wiirde.

Nach dieser Definition miisste man die folgenden

problematischen Aussagen machen:

m Vektorielle ,Grofien” der Physik sind keine Gro-
Ben (da nicht total geordnet).

m  Auch sonst sind fast keine ,Grofien” der Phy-
sik Grofien (etwa weil Null oder negative Werte
vorkommen, was durch das letzte Axiom ausge-
schlossen ist), dies trifft: Ort, Geschwindigkeit,
Beschleunigung, Ladung, Temperatur, Impuls,
Drehimpuls, Magnetisierung u.v.m.. Allenfalls
die Energie konnte eine Kirsch’sche GrofSe sein,
aber auch nur in der Quantenmechanik, weil
klassisch E = 0 moglich ist.

m Die Wirtschaft arbeitet nicht mit Grof8en, denn
Schulden fasst man dort als negative Groflen auf,
und Wachstumsraten konnen beide Vorzeichen
haben.

m Die Wahrscheinlichkeit ist keine Grofle.

Eine pragmatischere Definition von GrofSen ist
die, dass eine GrofSe ist, was eine Dimension hat.
Aber auch das ist problematisch. Erstens muss man
wissen, was eine Dimension ist und zweitens sind
dann beispielsweise Winkel und die Zahl der Ato-
me in einem Gas keine Grofien.

Folglich sollte man ganz pragmatisch werden:
Grofien sind Zahlen oder Vektoren. Die Einheiten
konenn als Basen in einem Vektorraum aufgefasst
werden. D. h. eine Grofie ist ein algebraisches Ob-
jekt, das in einer Anwendung interpretiert wird.
Dies ist eine pragmatische Definition — und mehr
benétigt man m. E. nicht.

Fazit

Durch ein paar Anpassungen wird die Mathematik
nicht auf den Kopf gestellt, aber etwas konsistenter
und hoffentlich leichter zu lernen. Nicht alle mo-
gen alles gut finden. Da habe ich volles Verstandnis.
Die Rechtschreibreform hat vorgemacht, dass nicht
alles was gut gedacht ist, auch gut ankommt, aber,
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wenn man mit Vorsicht und nach Diskussion vor-
geht, kann sich die Arbeit doch lohnen — und das
selbst, wenn am Ende nichts gedndert wird. Dass
dann aber zumindest einige Lehrkrifte sich wieder
bewusst gemacht haben, wo Stolperfallen lauern —
das wird dem Unterricht gut tun.
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The Challenges, Reforms, and Future Prospects of Elementary and
Lower Secondary Mathematics Education in Germany

Michael Neubrand

Im Oktober 2016 fand an der East China Nor-
mal University (ECNU) in Shanghai der dritte so-
genannte ,Chinesisch—deutsche Didaktik-Dialog”
statt (Mentoren auf deutscher Seite: Dietrich Benner
und Hilbert Meyer). Die Gesprdche machten vor
allem das tiberraschend reichhaltige Nachdenken
tiber die Allgemeine Didaktik in China sichtbar und
zeigten die vielfdltigen Verbindungen zu deutschen
Didaktik-Traditionen auf. Den vierten chinesisch-
deutschen Dialog, nun mit deutlicherem Bezug zu
den Fachdidaktiken, richtete Ende Mai dieses Jah-
res das IPN in Kiel aus.

Die ECNU ist fiir ihre internationale Ausrich-
tung in padagogischen Fragen bekannt. Fiir die Ma-
thematikdidaktik wird das etwa dadurch sichtbar,
dass der auf Hamburg folgende ICMI im Jahr 2020
in Shanghai sein wird (Local Organizer: Binyan Xu).
Man interessiert sich in Shanghai also von jeher fiir
Entwicklungen in den Schulen weltweit. Es wird
dort dafiir seit Jahrzehnten die internationale Zeit-
schrift Global Education herausgegeben. Fiir diese
Zeitschrift habe ich am Rande des Didaktik-Dialogs
ein ausfiihrliches Interview gegeben. Dieses wurde
von der MA-Kandidatin Yamei Ke, die am , Institute
of Curriculum and Instruction” der ECNU arbeitet,
gefiihrt. Ziel des Interviews war es, fiir die fach-
lich nicht spezialisierte Leserschaft der Zeitschrift
in groben Linien ein Bild vom Zustand und von
den Problemen des deutschen Mathematikunter-
richts zu zeichnen. Die ausfiihrliche Konversation
mit Ke Yamei zeigte mir, dass sowohl Basisinfor-
mationen (der erste Teil mit Zielen, Inhalten und
Entwicklungslinien) als auch Problemaufrisse (der
zweite Teil in Form der Benennung von funf ,,core
problems”) notig waren.

Das Interview gab mir die Gelegenheit, unser
eigenes Feld gewissermafien ,selbst von weit weg”
und durchaus spontan reagierend darzustellen. Ge-
rade weil dann auch persénliche Sichtweisen und
Einschitzungen zu Tage treten, erscheint mir ein
solcher distanzierter Uberblick durchaus lohnend
auch fiir Leserinnen und Leser aus unserer Commu-
nity. Dies ist der Grund, warum dieses Interview
nun hier in den Mitteilungen der GDM abermals
erscheint. Dafiir habe ich die urspriingliche Version
in englischer Sprache, in der sich Yamei Ke und ich
verstandigten, beibehalten. Das Interview ist ca. ein
Jahr nach dem Treffen in chinesischer Sprache von
Yamei Ke veroffentlicht worden: Global Education,
vol. 46 (11), pp. 3—11, November 2017. Global Edu-
cation hat zugestimmt, den englischen Text hier fiir
die GDM-Mitglieder erneut zugénglich zu machen.

* ¥ ok

Abstract. Keeping its original form of an interview,
this article presents a discussion about the chal-
lenges, reforms, and the prospects of mathematics
education in Germany. The interview addresses
aims and goals, contents and processes of mathe-
matics teaching. Compared with the guiding ideas
some years ago, more emphasis is put on mod-
eling today. The idea that every student should
have enough mathematics knowledge and the dis-
appointing results of Germany in the PISA-2000
comparison may have caused this change. More-
over, Germany faces, like other countries do, some
basic problems in mathematics teaching, addressed
here as the balance problem, the coherence problem,
the curriculum problem, the classroom organization
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