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Nach der Ubergabe der Ehrenpromotionsurkunde an HEINRICH WINTER
Universitit Dortmund, 13. Mai 2005
[v.Ln.r.: Erich Ch. Wittmann, Heinrich Winter,
Gerhard Rosenberger (Dekan), Eberhard Becker (Rektor)]
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Ehrenpromotion fiir
Heinrich Winter

an der

Universitit Dortmund
am 13. Mai 2005

Prof. em. Dr. Dr. paed. h.c.
Heinrich Winter
(RWTH Aachen)

Universitiit Dortmund verleiht Ehrendoktorwiirde an den Aachener
Mathematik-Didaktiker Professor Heinrich Winter'

In mehr als vier Jahrzehnten hat Prof. em. Dr. HEINRICH WINTER von der RWTH Aa-
chen ein mathematikdidaktisches Werk geschaffen, das an Umfang, Fundierung und
wissenschaftlicher Breite seinesgleichen sucht. Fiir diese herausragende Leistung ver-
leiht der Fachbereich Mathematik der Universitit Dortmund dem 77-jihrigen Wissen-
schaftler jetzt die Ehrendoktorwitrde. Der Fachbereich Mathematik ist damit der erste
mathematische Fachbereich in Deutschland, der dic Ehrendoktorwiirde an einen
Mathematikdidaktiker verleiht und damit ein Zeichen fiir die wachsende Bedeutung der

! Ankiindigender Pressebericht der RWTH-Aachen (Mai 2005): hitp//www.rwth-
aachen.de/zentral/dez3_pm2005_winter.htm
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wissenschaftlichen Entwicklung des Mathematikunterrichts

ikdidaktik bei der
Mathematikdidakik indet am Freitag, dem 13 Mai ab 14.30 Ubr im Horsaa

Die offizielle Verleihung
% 29, Mathematikgebude, Campus-Nord, stat
: : : Fachbereichs auBerhalb beachtet wird, zeigt sich am
Wie stark il; i“::g?‘;; g:sidenten der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik
mtschen Mathematikervereinigung, Prof. Dr. ELMAR Cou(.ms-}:‘nesmom,
Universitit Osnabrilck, und Prof. Dr. GONTHER WIFDENHA[N, Universitit Rostock,
werden die GruBworte sprechen. Die Ehrenurkunde wird vom Dekan des' Fachbereichs
Mathematik, Prof. Dr. GERHARD ROSENBERGER und dem Rektor der Universitét Dort-
mund, Prof. Dr. EBERHARD BECKER, gemeinsam {iberreicht. Die Festvortrige halten
Prof. Dr. GONTER ZIEGLER, Mathematiker an der Technischen Universitét Berlin, und
ProfDr. HANS NIELS JAHNKE, Mathematikdidaktiker an der Universitit Duisburg-

Essen.

Aufbauend auf grindlichen Studien fiir alle Lehrimter sowie Lehrerfahrungen in allen
Schulformen hat HEINRICH WINTER bei der Entwicklung des Mathematikunterrichts
aller Stufen und der wissenschaftlichen Fundierung der Mathematik mitgewirkt. Kon-
struktive Beitrage zu allen Inhaltsbereichen des Mathematikunterrichts von der Grund-
schule bis zur Oberstufe verbinden sich darin schliissig mit theoretischen Analysen und
wissenschaftstheoretischen Uberlegungen. Winter erweist sich dabei als vielseitig ge-
bildeter und interdisziplinér arbeitender Wissenschaftler. Markenzeichen seines Werkes
ist die kreative Nutzung der Elementarmathematik im Rahmen eines dberzeugenden
stufeniibergreifenden Allgemeinbildungskonzepts (Mathematik als "Schule der An-
schauung”). In seinem Hauptwerk "Entdeckendes Lemen im Mathematikunterricht.
Einblicke in die Ideengeschichte und ihre padagogische Bedeutung" hat WINTER die
Grundlage fiir die Verinderung des Mathematikunterrichts in Richtung des entdecken-
den Lemens gelegt. Der unter seiner Federfilhrung entstandene Mathematiklehrplan fiir
die Grundschule in Nordrhein-Westfalen von 1985 iibte als "Jahrhundertlehrplan" auf
die Lehrpléne aller Stufen bundesweit einen durchschlagenden Einfluss aus. In seiner
30-jahrigen Lehrtatigkeit an den P4dagogischen Hochschulen Neu, Dortmund, Aachen
und der RWTH Aachen hat HEINRICH WINTER mehr als eine Generation von Lehrerin-
nen und Lehrern aller Schulformen durch sein personliches Wirken geprégt.

HEINRICH WINTER ist ein allseits anerkannter, hochgeschitzter und beliebter Kollege
von einer besonderen Ausstrahlungskraft. Er tréigt begeisternd vor, wovon man sich in
Dortmund zuletzt 1999 in einem Festkolloquium und 2001 in einem Vortrag im Ma-
thematikdidaktischen Kolloquium (tiber den "Kanon der Geometrie") {iberzeugen
konnte. Die Mathematikdidaktik in Dortmund verdankt ihm neben WILHELM OFfL
(1904 - 1991) die Grundsteinlegung. Ohne seinen prigenden Einfluss auf die Dortmut-
der Kbﬂegen, mit denen er bis heute in enger Verbindung steht, hitte die Dortmunder
Mathematikdidaktik sicherlich nicht den heutigen Stand erreicht.

iakes Angd Piseen, b
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Grufiwort
im Namen der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik (GDM)
zur Ehrenpromotion von Prof. Dr. Heinrich Winter

Michael Neubrand

Sehr geehrter Herr Winter, Herr Rektor, liebe Kolleginnen und Kollegen, meine Damen
und Herren,

Herr WINTER war von 1983 bis 1987 der erste Vorsitzende der Gesellschaft fiir Didaktik
der Mathematik (GDM). In Vertretung von Herrn Kollegen COHORS-FRESENBORG, dem
derzeitigen Vorsitzenden unserer Gesellschaft, darf ich Thnen, lieber Herr WINTER, die
herzlichsten Gliickwiinsche der ganzen GDM zu Threr Ehrenpromotion iiberbringen. Ich
tue das einerseits offiziell, andererseits auch ganz personlich. Ohne dass ich auch nur
versuche, eine Wiirdigung Ihrer Arbeiten in der und fiir die Mathematikdidaktik vorzu-
tragen - das wird heute ja ausfithrlich geschehen - mochte ich doch ein paar Gedanken
anschlieBen:

Worin besteht die fortdauernde Wirkung von HEINRICH WINTER in die Mathematikdi-
daktik insgesamt?

Zuntichst kann man die Aktivititen von Herrn WINTER in drei Bereiche biindeln:

o die fachdidaktisch - inhaltlichen Arbeiten: Man denke etwa an die Beitréige zum
"Entdeckenden Lernen" oder an die zahireichen und vielfiltigen Analysen mathe-
matischer Themen im Bildungszusammenhang.

e sein Einwirken ins "politische Feld": Denken Sie z.B. an die 1985-er Lehrpléne fiir
die Grundschule in Nordrhein-Westfalen.

o das Engagement innerhalb der professionellen Organisation der Mathematikdidak-
tik, eben z.B. seine Tétigkeit als erster Vorsitzender der GDM.

Aber wie wenig trife man den Charakter von HEINRICH WINTERs Arbeiten, wenn man
sich mit ein paar Aufzihlungen, etwa der Art, wie in Datenbanken auf Stichwdrter zu-
gegriffen wird, zufrieden gibe: Arbeitsgebiet "Problemldsen” [stimmt irgendwie, aber
stimmt ja eigentlich doch nicht], Mitglied in der und der Kommission [stimmt ja in viel-
faltiger Hinsicht, aber was sagt das schon allein fiir sich].

Kennzeichnend ist vielmehr etwas, was ich - wohl eher in nicht zu erwartender Weise -
kiirzlich in einem Interview mit dem neuen Papst, JOSEPH RATZINGER, gehort habe: Al-
les milsse "mit geistiger Weite" betrieben werden.

Sagen wir es also so: HEINRICH WINTERs Arbeiten sind ein einziger Appell filr die "gei-
stige Weite", gegen Kleinkariertheit und Kleingeisterei in der Mathematikdidaktik.

Warum ist das wichtig? Aus zwei Griinden, einem "internen” und einem “externen":
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e e ‘s Mathematikdidaktik zunehmend eine "normale" Wisses.
mmﬁ:&ﬁ&e iiblichen Mechanfsmfen der Mﬁlic@g ein (und sie
: forderlich): Dies und das Paper an der richtigen Stelle platzieren, den richy.
sind sach : htioen Publikum, usw.. Aber mathematikdidaktische F
3 : es denn cigentlich gehe: Um eine Kognitiv ansprucks.
X w?m $ schwierige) Mathematik fiir alle, ja mehr noch um dss
et der Ausbreitung der Kultur", wie HEINRICH WINTER einmal iy
mu‘BrG zur Jahrestagung der GDM gesagt hat, und dass mathems.
:‘kdidakﬁwhe Forschung und Entwicklung - bei aller Anerkennung von Grundlagenfor.
schungen - schlieBlich darauf bezogen sein milssen.
Extern bedeutet das, dass wir einerseits den Kontakt ins politische Feld suchen miissey
und dennoch nicht die Wurzeln aus der Mathematikdidaktik verlieren diirfen - aber dis
eben in "geistiger Weite". Das hat uns HEINRICH WINTER, wie wohl kaum ein anderer,
vorgemacht. Nicht von ungefihr haben wir uns daher in PISA explizit auf WiNress
groflen Rahmen vom Allgemeinbildungspotential der Mathematik bezogen.
Zusammengenommen kann man wohl so sagen: HEINRICH WINTER hat uns darauf hin-
gewicsen - und zwar nicht nur unverbindlich-philosophisch, sondem in zahireiche
konkreten Beispielen - , dass Mathematik integraler Bestandteil des menschlichen Ler
. der Kultur und damit der Ausbildung ist (vielleicht besser: sein kann!). Die Ma:
‘thematikdidaktik findet ihren Kem also in einer Reflexion {iber diese Rolle der Mathe-
matik zwischen Fachstrukturen, individuellem Lernen, Unterricht und dem geselk
Personlich also, licber Herr WINTER, und offiziell im Aufirag der GDM:
Herzliche Gliickwiinsche zu der Ehrenpromotion, die wir heute hier feiern.

Laudatio

‘anlfisslich der Verleihung der Ehrendoktorwiirde (Dr. paed.h.c.) an Prof.cm.Dr. Heis
rich Winter, RWTH Aachen durch den Fachbereich Mathematik der Universitit Dot

Erich Ch. Wittmam

f den Tag genau vor 36 Jahren habe ich als Assistent am Erlanger Mathemat
die Einladung 7u einem Fachgesprich an der Pédagogischen Hochschulé
Rubr in Dortmund erhalten, das 14 Tage spéter stattfand. Ich begegnete dabei zum &
sten Mal HEINRICH WINTER, der als frisch an die Hochschule berufener Professor &
e Gesprichspartner war. Ich hatte das groBe Gliick, ein halbes Jahr spiie
Kollege von ihm zu werden und als Greenhorn in den folgenden drei Jahren bei ibm it
die Lehre gehen zu kénnen. Diese gemeinsamen Jahre haben mich gepragt. Es war &
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her eine groBe Freude und Ehre fiir mich, den Vorsitz in der Ehrenpromotionskommis-
sion fithren zu kénnen, und es ist eine groBe Freude und Ehre fiir mich, die Laudatio auf
Person und Werk vortragen zu diirfen.

Der Fachbereich Mathematik der Universitit Dortmund ehrt mit der Verleihung der Eh-
rendoktorwilrde an HEINRICH WINTER den Mathematikdidaktiker, der, wie es einer der
Gutachter treffend ausgedriickt hat, die Identifikationsfigur fiir die heute aktiven Ma-
thematikdidaktiker in Deutschland ist. HEINRICH WINTER hat in 40 Jahren ein mathema-
tikdidaktisches Werk geschaffen, das an Umfang, Vielseitigkeit und theoretischer Fun-
dierung seinesgleichen sucht. Wir haben einleitend die "Passacaglia" von JOHAN
HALVORSEN gehdrt, in der eine Violine und ein Violoncello mit zahlreichen Doppelgrif-
fen den Eindruck erwecken, als spiele ein volles Streichquartett. Bei HEINRICH WINTER
hat man ebenfalls den Eindruck, dass mehrere Wissenschaftler am Werk waren.

HEINRICH WINTER hat diese Leistung erbracht unter ganz schwierigen Startbedingun-
gen, die man sich heute kaum noch vorstellen kann. Die 6ffentliche Erinnerung an das
Kriegsende vor 60 Jahren hat uns in den letzten Tagen die damaligen Zustéinde bis zu
einem gewissen Grad bewusst gemacht. HEINRICH WINTER besuchte wihrend des Krie-
ges als Fahrschiiler aus dem thiiringischen Dorf Buttlar das Aufbaugymnasium in Fulda.
Mit Kriegsende wurde sein Schulweg durch den Eisernen Vorhang zerschnitten. Der
Abschluss des Gymnasiums war nicht mehr méglich. Nach einem zehnmonatigen Lehr-
gang wurde der Achtzehnjdhrige Lehrer an einer einklassigen Dorfschule in Thilringen.
Erst mit 23 Jahren konnte HEINRICH WINTER in Erfurt auf dem zweiten Bildungsweg
das Abitur nachholen. Als die politischen Verhiltnisse in der DDR fiir ihn unertréglich
wurden, entschloss er sich Anfang der fiinfziger Jahre zur Flucht in die Bundesrepublik.
Aachen wurde ihm zur neuen Heimat. Er musste an der Padagogischen Akademie aber
erst noch einmal studieren und eine Priifung ablegen, ehe er Volksschullehrer werden
konnte. Wihrend seiner siebenjéhrigen Tatigkeit legte er auch noch die Realschulleh-
rerpriifung ab und absolvierte parallel zu seinem Beruf an der RWTH Aachen das Stu-
dium fiir das Lehramt an Gymnasien. AnschlieBend war er zwei Jahre lang als Studien-
referendar und Studienassessor titig, betrieb nebenher noch seine Promotion an der
RWTH Aachen und wechselte mit Abschluss der Prometion als Assistent an das ma-
thematikdidaktische Seminar der Padagogischen Hochschule NeuB. Dort konnte er sich
als 33jihriger endlich voll und ganz dem Gebiet widmen, das ihm immer vorschwebte:
der Didaktik der Mathematik.

1969 wurde er Professor an der Pédagogischen Hochschule in Dortmund, kehrte 1973
an die Pidagogische Hochschule NeuB zuriick und folgte 1978 einem Ruf an die Pid-
agogische Hochschule Aachen, die 1980 in die RWTH Aachen eingegliedert wurde.
Wihrend er an der Pidagogischen Hochschule in der Lehrerbildung fiir die Grundschule
und die Sekundarstufe I titig war, widmete er sich an der RWTH Aachen der Lehrer-
ausbildung fiir die Sekundarstufe IT und der Ausbildung im Service fiir Biologen.
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Eine solche Breite an Erfahrungen im Unterricht von der Grundschule bis zum Gy,
sium und an Erfahrungen in der Lehrerbildung fiir alle Lehrimter und der A“Sbildmg
im Service ist sicherlich einzigartig. Diese Erfahmng'en stehen a.b.er nicht isoliert, son.
dern bilden ein zentrales Element seiner wissenschaftlichen Arbeit in der Didaktik,

Bie ische Durchdringung der Praxis des Mathematiklehrens und - lemnens: Dagiy
sicht HEINRICH WINTER die Aufgabe der Mathematikdidaktik. Dieser Aufgabe hat ¢
sich auf breiter Front gewidmet: er hat bahnbrechende Arbeiten zur Zielsetzung, zu dey
Inhalten des Mathematikunterrichts sowie zu den Prinzipien des Lehrens und Lemens
geschrieben. Das Besondere &n diesen Arbeiten ist, dass die theoretischen Uberlegungen
immer durch substanzielle Unterrichtsbeispiele konkretisiert und abgesichert sind. Der
mmm noch verstiirkt, dass Frau LOTTI WINTER, die heute ebep.
falls in unserer Mitte ist, als Grundschullehrerin aktiv an der Arbeit ihres Mannes til-
nahm und filr ihn viele Unterrichtsexperimente durchfiihrte.

HENRICH WINTER sieht den allgemeinbildenden Auftrag des Mathematikunterrichts iy
der Schulung der "Anschauung”. In einer grandiosen Arbeit, die in der Auseinanderset-
zung mit den Uberlegungen von HANS WERNER HEYMANN zur Allgemeinbildung im
Mathematikunterricht entstanden ist, hat er seine Uberlegungen ausfithrlich dargeleg
und der verunsicherten Community damit wieder Halt gegeben. Nach seiner Auffassung
soll der Unterricht die Schillerinnen und Schiiler befihigen, mathematische Strukfuren
wahrzunehmen, begrifflich zu fassen, darzustellen und in kritischer Distanz zur Deutung
von Phanomenen der realen Welt einzusetzen. Das grofe Ziel ist fiir HEINRICH WINTRR
die Entwicklung einer mathematischen Kultur als Teil der allgemeinen Kultur.

Der Unterricht muss in dieser Sichtweise struktur- und anwendungsorientiert sein. Die
Komplementaritit des "reinen" und "angewandten” Aspekts der Mathematik ist dabei
aus gutem Grund konstitutiv: Die Bildung mathematischer Strukturen wird ja nur
Teil durch die Realitit angeregt. Viele Strukturen entwickeln sich nach internen Regeln
und bilden eine eigene Welt. Aus dem auf spiclerische Weise gewonnenen Vorrat &
mbglichen Modellen der Realitat kann man dann Modelle zur Umwelterschlieung ge-
winnen. Diese Modelle werden der Umwelt mit bestimmten Absichten und Interessea
aufgepragt und diirfen nicht fir bare Miinze genommen werden. Insbesondere ist itre
inteme mathematische Konsistenz kein Beweis der objektiven Gltigkeit der darge-
HEINRICH WINTER ist vor diesem Hintergrund bereits in den sicbziger Jahren mit Nact
ruck daflr cingetreten, schon das Sachrechnen in der Grundschule als Modellbildug
24 verstelien und im Sinne der Entwicklung von Kritikfithigkeit die hinter der Modell-
bildung stehenden nicht-mathematischen Annahmen und Absichten zu hinterfragen. I

Vortrigen zum Thema "Birger und Mathematik" hat er diesen Gedanken ausgebreitet

und bewusst den Bezug zur Philosophie der Aufklirung hergestellt.
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Ein wesentlicher Beitrag WINTERs zur praktischen Umsetzung dieser Ideen sind die mit
seinem Namen verbundenen "allgemeinen Lernziele” des Mathematikunterrichts, die
durch folgende Stichwdrter bezeichnet werden:

e "Mathematisieren”,
o "Explorieren",
o "Argumentieren" und
o "Formulieren".

Diese Lernziele haben im Gegensatz zu anderen Zielformulierungen wie sie heute im
Rahmen der "Bildungsstandards" gewihlt werden, den groBen Vorteil, dass sie in na-
tiirlicher Weise mit dem mathematischen Erkenntnisprozess verbunden sind: Man hat
eine Problemsituation vor sich und beschreibt sie mit mathematischen Mitteln, d.h. man
mathematisiert sie. Dann sucht man in der erhaltenen Struktur nach Mustern, Regeln,
GesetzmiBigkeiten, Losungswegen, usw., d.h. man exploriert die Situation. In einem
dritten Schritt versucht man die erhaltenen Ergebnisse zu begriinden - Argumentieren -
und am Ende stellt man die Ergebnisse miindlich oder schriftlich in moglichst geschlos-
sener Form dar - Formulieren. In der Praxis folgen diese Schritte in der Regel nicht li-
near aufeinander, sondemn vermischen sich. Wenn man zB. beim Formulieren eine
Liicke entdeckt, kehrt man zur Exploration oder zur Begriindung zuriick und formuliert
neu, wenn es gelingt, die Liicke zu schliefen.

Die allgemeinen Lemnziele sind stufeniibergreifend und erdffnen daher die Vision eines
Mathematikunterrichts vom Kindergarten bis zum Abitur - unabhingig von unter-
schiedlichen Inhalten. Es kommt allerdings darauf an, auf den unteren Stufen die nicht-
formalen Darstellungsmittel entsprechend zu nutzen. Hierfiir hat HEINRICH WINTER in
vielen Beitriigen {iberzeugende Beispiele geliefert. Ich erinnere nur an den wunderbaren
Beweis der Neunerregel mit Hilfe der Stellentafel. Um zu zeigen, dass der Neunerrest
einer beliebigen natiirlichen Zahl gleich dem Neunerrest ihrer Quersumme ist, denkt
man sich Zahlen am Abakus durch Plittchen dargestellt: 3215 z.B. wird durch 3 Plitt-
chen in der Tausenderspalte, zwei Plittchen in der Hunderterspalte, 1 Plittchen in der
Zehner- und S Plittchen in der Einerspalte dargestellt. Wenn nun ein Plattchen von einer
hoherwertigen Spalte eine Stelle nach rechts verschoben wird, 4ndert sich die Zahl um
¢in Vielfaches von 9, ihr Neunerrest bleibt erhalten. Diese Operation kann man so lange
ausfiihren, bis alle Pléttchen in der Einerspalte liegen. Die Gesamtzahl der Plittchen ist
aber genau die Quersumme der Zahl.

Bemerkenswerter Weise wurde diese von mir als Mitglied des Editorial Boards der
"Educational Studies in Mathematics” 1986 eingereichte Arbeit von dem damaligen
Editor hochstpersonlich abgelehnt - ein erstes Signal filr das Wegdriften dieser Zeit-
schrift und weiter Teile der internationalen Mathematikdidaktik von der Mathematik.
HANS FREUDENTHAL, dem Griinder der "Educational Studies", wire eine solche Fehl-
entscheidung nicht unterlaufen.
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" idaktischen" Arbeiten von HEINRICH WINTER ist

Hervorstechendes Mﬂh“;x;::f:&maﬁk auf dem Hintergrund seines Allgemeip.
die kreative N\Imld:; stufentbergreifenden allgemeinen Lernzicle. Die Breite yng
bildungskonzepts X ier besonders beeindruckend. Es gibt von der Grundschule b
Inhaltsbereich, zu dem er nicht fundamentale Arb;:iten geschrichen
= . ithmetik, Algebra, Geometrie, Analysis und Linear

hat, Dic u‘admon.ell o Gﬁﬂ;;"mc neui Bereiche, insbesondere die Stochastik
Algebra sind darin 8‘2 wendungen. In allen Beitriigen finden sich originelle und a.
mit il;n'c:nvxelﬂ]“_xc“l ispiele, bei denen die Strukturorientierung und die Anwen-
W Um gberzeugend ausbalanciert sind. Eine wunderbare Synthese seiner
Beitrige zur Geometrie stellt der "Kanon fiir den Geometrieunterricht in den Sekundar-
ufent dar, cin Poster’, das ciner der Gutachter zu Recht ein "Kunstwerk" genannt hat
Das Credo HEINRICH WINTERS Kommt in den vier Leitmotiven des "Kanons'" in kon-

pakter Form zum Ausdruck:

 innermathematischer Beziehungsreichtum

o Bedeutung in Alltag, Wissenschafien und allgemeiner Kultur

+ Herausforderung des heuristischen und analytischen Denkens

o ssthetische Aspekte der Theoreme und Beweise.

Die von HEINRICH WINTER in seinen Arbeiten eingesetzten Ausdrucksmittel bewegen
sich immer im Bereich der "Anschauung”. Es gelingt ihm unter dieser Perspektive auch
Themen zu erschliefien, die weit Gber den Schulstoff hinaus reichen. Seine gan neu
Arbeit zum Zwei-Quadrate-Satz in den Semesterberichten, die er eine Studie zur Heur-
stik des Beweisens nennt, ist besonders beeindruckend.

Was die Prinzipien des Lehrens und Lemens anbelangt, steht HEINRICH WINTER wie
kein Zweiter Mathematikdidaktiker fiir die Verinderung des Mathematikunterrichts aller
Stufen einschlieBlich der Lehrerbildung in Richtung des entdeckenden Lernens. Séin
Hauptwerk "Entdeckendes Lernen im Mathematikunterricht. Einblicke in die Ideenge-
schichte und ihre padagogische Bedeutung” fasst seine Auffassungen pragnant zusan-
men und fiihrt sie an Praxisbeispiclen tiberzeugend aus. Typisch fiir HEINRICH WINTER
ordnen sich in diesem Buch historische, epistemologische, padagogische und elemer-
tarmathematische Analysen beziehungsreicher Unterrichtsthemen aller Stufen nahtlosin
¢in didaktisches Konzept ein. Das entdeckende Lernen wird dabei besonders auch von
der Mathematik her untermauert, wobei die von GEORGE POLYA begriindete Heuristik
WINTER setzt das entdeckende Lernen bewusst in Gegensatz zum traditionellen Konzept
des belehrenden Unterrichts, der noch heute den Mathematikunterricht und die Lelrer-

zum Abitur keinen

< ‘mBmdmck davon zu vermitteln geben wir es in stark verkleinerter Form (O
ginal: DIN A 3) und schwarz-weiB auf Seite 65 wieder [MT].
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Dass das Prinzip des entdeckenden Lernens 1985 erstmals als oberstes Unterrichtsprin-
zip Eingang in einen Lehrplan gefunden hat, ist HEINRICH WINTERs Verdienst. In dem
unter seiner Federfihrung entstandenen Mathematiklehrplan fiir die Grundschule in
Nordrhein-Westfalen findet sich folgende klassische Formulierung in der fiir WINTER
typischen Sprache:

Den Aufgaben und Zielen des Mathematikunterrichts wird in besonderem Mafie
eine Konzeption gerecht, in der das Mathematiklernen als ein konstruktiver,
entdeckender Prozess aufgefasst wird. Der Unterricht muss daher so gestaltet
werden, dass die Kinder moglichst viele Gelegenheiten zum selbsttétigen Lernen
in allen Phasen eines Lernprozesses erhalten ...

Die Aufgabe des Lehrers besteht darin, herausfordernde Anldsse zu finden und
anzubieten, ergiebige Arbeitsmittel und produktive Ubungsformen bereit zu
stellen und vor allem eine Kommunikation aufzubauen und zu erhalten, die dem
Lernen aller Kinder forderlich ist.

Dieser Jahrhundertlehrplan, in dem folgerichtig auch der Strukturorientierung und der
Anwendungsorientierung ein eigener Abschnitt gewidmet ist, hat auf die Lehrpléne aller
Stufen und aller Bundeslinder einen groBen Einfluss ausgeiibt. Auch die Bemithungen
um die Reform des Mathematikunterrichts im Umfeld von PISA berufen sich auf
HEINRICH WINTER. Dass in der Grundschule der Ubergang vom Rechen- und Raumleh-
reunterricht zum Mathematikunterricht mit breiter Zielsetzung erfolgt und gelungen ist,
ist ganz wesentlich ihm zu verdanken.

Vom Standpunkt des entdeckenden Lernens aus hat HEINRICH WINTER auch einen Be-
reich des Unterrichts auf eine neue Grundlage gestellt, der als Bastion des belehrenden
Unterrichts gilt: das Uben. In seinem fundamentalen Beitrag "Begriff und Bedeutung
des Ubens", der 1985 in der Zeitschrift "mathematik lehren” erschienen ist, hat er einen
Unterricht konzipiert, in dem "{tbend entdeckt und entdeckend geiibt" wird. Die Kon-
zeption wird durch vier didaktische Prinzipien beschrieben, die an Unterrichtsbeispielen
aller Stufen erlautert werden. Fiir das Projekt "mathe 2000" war dieser Beitrag von gro-
Ber Bedeutung.

HEINRICH WINTER hat durch sein Werk auch entscheidend zur Konsolidierung der Ma-
thematikdidaktik als wissenschaftlicher Disziplin beigetragen. Die theoretisch fundierte
Konstruktion von Unterrichtsbeispielen, deren Rohmaterial von der Elementarmathe-
matik geliefert wird, steht bei ihm im Mittelpunkt. Die in unserem Institut entwickelte
Auffassung von Mathematikdidaktik als "design science” hat von ihm entscheidende
Impulse erhalten. HEINRICH WINTER ist aber gleichzeitig immer offen gewesen gegen-
Giber anderen Strdmungen. Er hat sich nicht nur mit der mathematikdidaktischen Lite-
ratur in ihrer vollen Breite auseinandergesetzt, sondern sich stets interdisziplinar orien-
tiert, was sich in seinem Werk und seinem Wirken deutlich zeigt. Welche seiner Arbei-
ten man auch immer liest: man sicht sich einem vielseitig interessierten und gebildeten
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4 . er gegentiber, der in groBen Zusammenhiingen denkt und seine Uberle. der Quantenelektrodynamik Anwendung gefunden hat, 4uBerte sich in einem Brief
W'ms:uﬁl‘ B lee,nicht einem Spezialisten, der nur auf sein Gebiet und seine folgendermaBen:
F‘chsmwhebeschﬁnhkt Die Mathematik ist das Tor zur Naturwissenschaft und dieses Tor ist so eng
Wir blicken heute voller Bewunderung auf das stolze Werk, das HEINRICH WINTER iy und schmal, dass man nur als kleines Kind hineinkommen kann.
( T i i
vier Jahrzehnten hat, Wir sollten dab?‘ z'aber — vcrgcsslcn, dass dicse Uber diesen Satz sollten Mathematikdidaktiker und Mathematiker lange und griind-
fir uns auch Verpflichtungen beinhaltet. Bei einem so umfangreichen Werk be- i aeaken
| ek ot die grofle Gefa, dasssich jede Gruppe nur das herauspickt, was ey (ot ,
mhtsehrl : dieat und sich zur Wahrung ihres Besitzstandes einsetzen [iss 2. Das WiNTERsche Werk fufit auf der Einsicht, dass die aktive Auseinandersetzung
Jewmllsﬂl Interessen wir dem WINTERschen Werk nur dann voll gerech, mit Mathematik der Schliissel zu Interesse und Verstindnis ist. Auch auf héheren
N,chm()bmmms werden sehen und wiirdigen, und daraus Folgerungen Stufen einschlieBlich der Universitit besteht daher die Aufgabe des Lehrers darin,
wmnW ¢s im 'Gehmm herausfordernde Anldsse zu finden und anzubieten, ergiebige Arbeitsmittel und pro-
i fiir die Zukunft ziehen. ] . igst B . duktive Ubungsformen bereit zu stellen und vor allem eine Kommunikation aufzu-
| Lassen Sie mich dazu abschlieSend einige Gedanken e die bauen und zu erhalten, die fiir alle Lernenden forderlich ist.
T . Mathematikdidaktikers durch einen mathematischen Fach-
i mﬂ;mpol:wmn ich dabei an die gemeinsame Verantwortung von Mathematik- Der Unterricht auf den héheren Stufen und die Lehrerbildung miissen unter dieser
‘ bﬂ!u‘" mnnd mochte appellicren. Perspektive reformiert werden. Zur Umsetzung dieser Forderung ist in erster Linie

4 ichit stehen in dac T eine intime Kenntnis der Elementarmathematik nétig, die aber nicht als fertig gege-
Die Mathematik als Wissenschaft und der Mathematikunterricht stehen in det beutign ben, sondern als entwickelbar zu betrachten und behandeln ist. Es ist sehr erfreulich,

Gesellschaft besonderen H“‘."ffmg‘m gegentlber: die Ma]:dhezatikﬁskteh‘t g h dass DMV, GDM und MNU vor kurzem in einer gemeinsamen Verlautbarung erste
Gefahr, ihre kulturelle Attraktivitit cinzubfien, das Interesse an Mathematik nimmtin Vorschlige gemacht haben, Elemente des entdeckenden Lernens in die Lehreraus-

Unterricht von der Mittelstufe an immc;c!:ell;r:lb, m;mcrzaﬁs?e Inhalt; d;ol;en hn:: bildung aufzunchmen.

vl Kompetenzen verschwinden, Bildungsforscher, dic vom Fach keine - -

“‘”’,"“"‘ s d: Bildungspolitikern als Retter in der letzten Not. 3. Basis des WINTERschen Werks ist die Elementarmathematik. Es scheint mir ange-
nung haben, erscheinen

sichts der zunehmenden Spezialisierung in der mathematischen Forschung dringend
ndtig, dass sich bei den Mathematikern in der Einschitzung der Elementarmathe-
matik eine fundamentale Bewusstseinsénderung vollzieht.

In dieser Situation sollte die Verleihung der Ehrendoktorwiirde an HEINRICH WINTER
“ auch als Aufforderung an Mathematikdidaktiker und Mathematiker betrachtet werden,
‘ dwﬂmﬁm:: ::“:;m Gnmdlage:“ fiir den Mat::nm:t,ick\ﬂ::;:;?hm‘: :: m Dieser Bereich muss als Basis der Mathematik und als unverzichtbarer Teil der All-
n@ 5 m i “die wirklich tragfihig sind. Folgende Punkite erscheinen mir dabe gemeinbildung der Mathematiker verstanden werden, nicht als ein iberwundener hi-
mmm ’ storischer Abschnitt, der fiir die heutige Mathematik bedeutungslos ist. Ausgangs-
wesentlich: punkt fiir ein Umdenken kénnte die schlichte Tatsache sein, dass die Aufgaben des
Bundeswettbewerbs Mathematik, der ein Programm zur Férderung mathematischer
Begabungen ist, genau der Elementarmathematik entstammen.

T e W

1. Wie von HEINRICH WINTER vorgelebt muss das Mathematiklernen von der Frither-
 zichung im Kindergarten bis zur Lehrerbildung als Einheit und als Teil der allge-
meinen Kultur begriffen werden. Jede Stufe hat dabei ihre besondere, unersetzliche

SRR c in auf Nachdenken sollte man in diesem Zusammenhang auch fiber ein elementarmathe-
l::lle h:f: ?::1:.!1:’ l::e dafiir m&md::;d;;:::fnﬁ ;’:: i:knen de matisches Doktorandenprogramm, das sich speziell an Lehramtsstudierende richtet.
Mathematik auf keiner Stufe in fertiger Form iberstiilpen. Die Formen des Mathe- 4. Bildung ist das Megathema der Gesellschaft. Genauso wie fiir die Entwicklung der
matiklehrens und -lermens auf den friihen Stufen sind dabei zweifellos wesentlich ¢ Technologie, der Wirtschaft und der Infrastruktur wird auch fiir die Entwicklung der
fektiver als die spater auf der Sekundarstufe und auf der Universitit angewandn Bildung eine wissenschaftliche Basis bendtigt. Die Berufswissenschaft der Mathe-

-Ilmfmmen. Von der Fritherziehung her sollte daher das Lernen auf hoherea matiklehrerinnen und -lehrer ist die Mathematikdidaktik. Diese Disziplin hat inzwi-
e kritisch w werden. Mancher Mathematiker mag das nur schwef schen etwas vorzuweisen, wie das Werk von HEINRICH WINTER eindrucksvoll de-
 nachvollziehen konnen. Als Kronzeuge steht aber gerade cin hervorragender M monstriert.

g B )

ker zur Verfigung: WILLIAM KINGDON CLIFFORD (1845 -1869), bekat
urch die von ihm entdeckte und nach ihm benannte Clifford-Algebra, die spaterid
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Fiir ihre weitere wissenschaftliche Entwicklung milssen an <.icr Universitdt stabjle
Rahmenbedingungen geschaffen werden. Ein mathematikdidaktisches Doktora.

das fiir alle Stufen offen ist, ist dabei cin zentraler Punkt. Wichtig
wire auch, die Lehramtsstudiengdnge so Zu gestalten, dass aus ihnen elementarmg.
thematisch gut ausgebildeter mathematikdidaktischer Nachwuchs rekrutiert werden

kann.

Lieber Herr Winter,

mit der Verleihung der Ehrendoktorwiirde durch den Fachbereich m&chte ich den Dank
der Mitglieder des Instituts fitr Entwicklung und Erforschung des Mathematikunter-
richts filr die vielfiltigen Anregungen verbinden, die Sie gerade uns im Laufe von Jahr-
zehnten gegeben haben und ohne die wir heute nicht dort stehen wiirden, wo wir stehen,
Wir sind uns wohl bewusst, dass die Dortmunder Mathematikdidaktik Thnen neben
WiLHELM OEHL die Grundsteinlegung verdankt.

Uber die Orientierung hinaus, die uns Thr Werk bietet, witnschen wir uns natiirlich, dass
Sie uns auf unserem Weg noch lange persdnlich begleiten. Hierflir gibt es ein hochst
ermutigendes Zeichen: Die Mitteilung, dass der Fachbereich Mathematik der Universi-
15t Dortmund beschlossen hat, Thnen die Ehrendoktorwiirde zu verleihen, haben Sie, wie
Sie mir sagten, auf Threm Anrufbeantworter nach der Riickkehr vom Tennisspielen vor-
gefunden. Das lésst uns hoffen. Wir wilnschen Thnen alles Gute und freuen uns auf die
weitere Zusammenarbeit.

Ehrenpromotion von Heinrich Winter am 13.5.2005: [v.l.n.r.:] Eberhard Becker (Rek-
tor), Gerhiard Rosenberger (Dekan), Heinrich Winter, Erich Ch. Wittmann, Josef Be-
melmans (Aachen), Giinther Wildenhain (DMV-Priisident)

v—
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Zum Verhiltnis von
Mathematik und Mathematikdidaktik

Frweiterte Fassung meiner Dankrede anldsslich der Verleihung der Ehrendoktorwiirde
durch die Universitit Dortmund am 13. Mai 2005

Heinrich Winter

Danksagung
Meine Damen und Herren dieser Festveranstaltung,

¢s ist mir nicht nur eine selbstverstiindliche Pflicht, dem Fachbereich Mathematik der
Universitit Dortmund fiir die hohe Ehre, die mir heute zuteil wird, ganz herzlich zu
danken. Ich habe vielmehr das Bediirfnis, mein Glilcksgefithl in Worte zu fassen, was
mir mur teilweise gelingen will. Ich kann lediglich sagen, dass ich diesen Tag geniefie
und mich ganz naiv wie ein reich beschenktes Kind freue. Diese Ehrung ist die Krnung
meines beruflichen Lebens, das mir hoffentlich noch die Chance gibt, mich dieser hohen
Ehrung weiterhin wiirdig zu erweisen.

Es wire schon, wenn diese Ehrung von vielen auch als Respekt vor der Arbeit der Ma-
thematikdidaktik insgesamt empfunden werden konnte. Schlieflich hitte ich ja nichts
ohne Hilfe, Ermunterung und Kritik von Mathematikern und Didaktikern zustande brin-
gen kdnnen.

Insbesondere mochte ich hier dem Dekan des Fachbereichs Mathematik, Herrn Prof. Dr.
GERHARD ROSENBERGER , dem Rektor der Universitit Dortmund, Herrn Prof. Dr.
EBERHARD BECKER, dem Priisidenten der DMV, Herrn Prof. Dr. GONTHER WIL-
DENHAIN, dem Vertreter des Vorsitzenden der GDM, Hermn Prof. Dr. MICHAEL
NEUBRAND, und dem Sprecher der Fachgruppe Mathematik der Fakultit I der RWTH
Aachen, Herrn Prof, Dr. JOSEF BEMELMANS, fiir ihre so freundlichen GruBworte danken.

Ganz besonderen Dank bin ich dem Laudator dieser Ehrenpromotion, Herm Prof. Dr.
Dr. h. ¢. ERICH CHR. WITTMANN, schuldig, auch fiir die langjdhrige und fiir mich er-
sprieBliche Zusammenarbeit, die hier in Dortmund im Jahre 1969 begann.

Den Herren Prof. Dr. GONTHER ZIEGLER und Prof. Dr. HANS NIELS JAHNKE danke ich
im voraus filr ihre Festvortréige, mit denen sie mir eine hohe Ehre erweisen.

Das hier - offensichtlich eintréichtige — Beisammensein von Fachmathematikern und
Fachdidaktikern ist eine gute Gelegenheit, einige Bemerkungen zum Verhiltis von

Mathematik und Mathematikdidaktik zu machen, natiirlich aus der Sicht eines Didakti-
kers.

W
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Bemerkungen zur Lehrerausbildung

Jedermann halt es fir richtig und notwendig, dass Lehramtsbeflissene nicht nyr
lichst "gut" fachlich ausgebildet werden, sondern auch didaktische Fihigkeiten enye.

ben miissen.
Jenseits dieses (eigentlich trivialen) Konsenses gibt es aber bis heute keine Binigkeit
daritber, wie die Ausbildung der Lehrer gestaltet werden soll.

Das klassische Modell der Ausbildung der Gymnasiallehrer, auf die ich mich hier be.
schréinke, ist seit dem Beginn des 19. Jahrhunderts und im Grunde bei uns bis heute die
Zyweiteilung: Mathematikausbildung durch ein Studium an der Universitit (mindestens
bis zum Vorexamen vergleichbar mit dem Diplom- (bzw. Bachelor-Master-) Studium),
danach fachdidaktische Ausbildung praxisnah im zweijdhrigen Referendariat. Die
Fachdidaktik hat in diesem Modell keinen Platz an der Hochschule.
In wiinschenswerter Klarheit haben die Mathematiker des Fachbereichs einer bayer.
schen Universitit dieses scheinbar so plausible Modell in einem Brief an das Kultusti-
nisterium (Mérz 1976) damit verteidigt, dass es eine Wissenschaft Mathematikdidakiik
nicht gebe und eine solche auch nicht im Entstehen begriffen sei und insofern mathe.
matikdidaktische Studienangebote an der Hochschule génzlich deplatziert seien. Uber
die Vertreter der von der Kultusbiirokratie erzwungenen Einfithrung der Fachdidaktikin
die Fachbereiche heiBt es:
"Sie werden Vorlesungen fiber Fachdidaktik ankiindigen und im Grunde nichis
zu sagen haben. Der vom Vorlesungsbetrieb und den Priifungsverpflichtungen
ausgehende Druck wird sie dazu bringen, ihren Gegenstand pseudowisseo-
schafilich aufzustutzen, womit dann der Scharlatanerie Tiir und Tor gedfinet
siiil.“
Es lohnte sich nicht, auf diesen polemischen Brief weiter einzugehen, wenn nicht darin
cine Sicht des Verhaltnisses von Fachmathematik zu Fachdidaktik zum Ausdruck kime,
die auch heute noch weit verbreitet zu sein scheint, zumindest hinter vorgehaltener
Hand:
(1) Im allgemeinen sind die "guten” Mathematiker auch die "guten" Lehrer, weil si
"klar und fasslich" vortragen (1) ksnnen.
(2) Die Aufgaben der Fachdidaktik haben sich auf unterrichtspraktische und methodi-
sche Fragen zu beschrénken, darauf, wie man in der Schule am besten Mathemsik

Zn (l)' W"t’d‘“d‘f ‘Lehrer den "Stoff" des Unterrichts auch von einer Warte,
die deutlich ber dem Niveau der anstehenden Schulmathematik steht, kennen leren
soll. So sollte der Lehrer der Bruchrechnung u.a. auch gelernt haben, dass es sich hie
um die algebraische Erweiterung des (euklidischen) Halbringes der natirlichen Zahles

J
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sum Halbkorper der (nicht negativen) Bruchzahlen handelt, dass die endlichen Dezi-
malzahlen (wie alle endlichen p-adischen Zahlen) nur einen "kleinen" Teil der Bruch-
zahlen ausmachen und nur Halbringstruktur aufweisen. Mehr einschligiges Wissen wi-
re wiinschenswert, etwa iiber Teilstrukturen und Automorphismen in der Menge der
Briiche.

Insofern kann es eine didaktische Kompetenz ohne fachinhaltliche Verankerung nicht
geben; man kann nicht ohne Wolle stricken. Die frithere Volksschullehrerausbildung
war in ihrer Mathematikferne genau deshalb defizitér. Der Rechenunterricht konnte ge-
messen an seinen Zielen i.g. auch nicht erfolgreich sein, obwohl damals die Volksschule
keineswegs eine Restschule war, im Gegensatz zur heutigen Hauptschule.

Falsch aber ist die Annahme, dass die mathematische Kompetenz die didaktische ge-
wissermafen automatisch mit einschlieBe, weil natiirlicherweise der Leitfaden der
Fachsystematik auch der Leitfaden der Lehre sei. Ein Seminarvortrag nach dem Muster
ciner "idealen" Vorlesung - viel Stoff, klarer globaler Aufbau, Konsequenz im Lokalen
(Definition, Satz, Beweis), {ibersichtliches Tafelbild, kein Wort zu viel, keines zu we-
nig, evt. Anreicherung durch Bilder, ... - ldsst nicht ohne weiteres auf didaktische Kom-
petenz schlieBen. Er ist geradezu antididaktisch, wenn keine iibergeordnete Fragestel-
lung erkennbar ist oder wenn Losungsbarrikaden nicht thematisiert werden oder wenn
nicht der Bezichungsreichtum - weder seitwirts, noch riickwiirts, noch vorwirts - auf-
gedeckt wird oder wenn genetische Aspekte fehlen oder auch, wenn keinerlei emotio-
nale Bindung an den Inhalt und an die Lemenden zu erkennen ist, d.h. wenn der soge-
nannte "pédagogische Eros" nicht zu spiiren ist.

Fiir die Schule gilt jedenfalls: Wer nur den Stoff kennt, kann ihn deshalb noch lange
nicht unterrichten, auch wenn er das beriihmte "natiirliche Lehrgeschick” hat.

Kurz: Stricken ohne Strickmuster geht nicht.

Deshalb ist die bei Lehrermangel von der Kultusbiirokratie gelegentlich praktizierte
Einstellung von Fachleuten ohne padagogische Ausbildung nicht zu verantworten.

Zu (2): Die Bescheidung von Fachdidaktik auf Unterrichtspraxis und Methodik - etwa
im Sinne einer Meisterlehre, also Nachahmung von Mentoren - stellt eine nicht akzep-
tierbare Reduktion dar, zumal dann, wenn der Mathematikunterricht wirklich grundle-
gend verbessert und erfolgreicher gestaltet werden soll. Verbesserung kann nur erwartet
werden, wenn das, was wesentlich fiir den Mathematikunterricht ist, systematisch, also
wissenschaftlich auf Hochschulniveau, bearbeitet wird.

3Al'tmann, B.: Uber die Teilringe von Q, in: ML 23, (1977), Heft 2, S. 10-19. -
Al:ﬁmann, B.: Der Zahlbegriff, Vandenhoeck & Ruprecht 1983, vgl. dazu auch
Wl}lter. H.: Strukturorientierte Bruchrechnung, in: Winter,H./ Wittmann, E. (Hrsg.):
?Ge;trige zur Mathematikdidaktik - Festschrift fir W, Ochl, Schroedel 1976, S. 131 -

[V ==
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Wir kénnen nicht - und das ist dic gute Nachricht aus Bayern - hinter die Forderung yoy
ALFRED PRINGSHEM (1850-1941) zuriick gehen’, der die Einrichtung von Lehrstihley
fir mathematische Pdagogik forderte und einsichtig begrindete:
"Nachdriicklich mochte ich jedoch hervorheben, dass nach meinem Dafiirhaltey
dic Ausbildung der Lehrer gerade in Bezug auf denjenigen Punkt, der mir der
wichtigste scheint, nicht bloss viel, sondern geradezu alles zu witnschen {ibrig
Jisst. Lehren ist eine schwere Kunst, und das Lehren der mathematischen Ap.
mgggmdedaschwetsm eine" [S. 28], ...

“Was uns in Wahrheit not tite, das sind Universitiits-Vorlesungen und Seminar-
Ubungen aus dem Gebiete der mathematischen Pidagogik, welche sich auf alle
einzelnen in den Mittelschulen zu lehrenden Disziplinen zu erstrecken hitte*
[5:29)
Das erscheint heute um so dringlicher, als nicht rd. 4 % wie zu Pringsheims Zeiten,
sondem tendenziell 50 % eines Jahrganges zum Gymnasium gehen und die mageren
Erfolge des Mathematikunterrichts insgesamt recht gut dokumentiert sind. Stattdessen
erleben wir nach einer sehr kurzen Phase der Forderung der Fachdidaktik in den frihen
70er Jahren des vorigen Jahrhunderts zZunehmende personelle und sichliche Beschnei-
dung der Ausstattung der Fachdidaktik und ein alarmierendes Nachwuchsproblem.

Die gegenwértige Diskussion fiber die Folgen aus TIMSS und PISA greift zu ke,
wenn nicht die Bildungsreform primér als Unterrichtsreform angesehen wird”. Kleine-
re Klassen, ganztigige Betreung, mehr Selbststindigkeit der Schulen, mehr Compu-
tereinsatz, mehr Internetnutzung, mehr Lemstandserhebungen, usw. filhren allenfalls zu
einer Verbesserung der Bedingungen, ersetzen aber keineswegs das Wichtigste: dic
Steigerung der didaktischen Kompetenz der Lehrer und Didaktiker.

Wmhchﬁkdlel)ldahik als Hochschuldisziplin sind drei Fragenkreise, die sich stark
a) Was soll warum und mit welchen Intentionen gelernt werden? - Didaktik als Bil-

-dungslehre (Curriculum-Forschung)

4
Pringsheim, A.: Uber Wert und angeblichen Unwert der Mathematik, Festrede zur

Feier ilres 145. Stiftungstages der K. B. Akademic der Wissenschaften 7u Mnches
am 14.03, 1904, Verlag der K. B. Akademie, 1904, vgl. dazu auch

- Freudenthal, H.: Vorrede zu einer Wissenschft vom Mathematikunterricht, Older-
- Winter, H.: Wie l#ssst sich Mathematikdidaktik als Hochschuldisziplin legitimieren”
V- Mitieilungen 1994, Heft 2, 5.14 - 18 4

-N. / Steinbring, H. / Wittmann, E. Chr.: Jenseits von PISA - Bildungsre-
Unterrichtsreform, Ein Fanf-Punkte-Programm aus systemischer Sicht,
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b) Wie verlaufen bei wem und unter welchen Bedingungen Lernvorginge? - Didaktik
als Lehre von psycho-sozialen Prozessen (Lehr-Lern-Forschung)

¢) Welche didaktischen Interventionen gibt es, um Lemnprozesse im Sinne der Zielvor-
stellungen in Gang Zu setzen und zu begleiten? - Didaktik als Lehre von Gestal-
tungsmitteln des Unterrichts (u.a. Didaktische Phiinomenologie als Forschungsrah-

men)

Alle drei Fragenkreise bezichen sich wesentlich auf "die" Mathematik, jedoch Mathe-
matik weniger als objektive fertige Architektur, die "nur" herunter transformiert werden
milsste, sondern weit mehr als durchaus subjektiv gefirbte mathematische Erfahrung i‘n
geeigneten Lemsituationen. Insofern ist die Didaktik metamathematisch gepragt, od.er in
der Denkweise POPPERS: Die Mathematik selbst gehort zur Welt 3 der "Sétze an sich”,
wihrend die Didaktik zur Welt 2 der subjektiven Erfahrungen gehort, Welt 1 ist die Welt
der physischen Objekte’. NaturgemB sind dann Aussagen als Antworten auf die obigen
Fragen weder von Ewigkeitswert noch hochgradig deduktiv strukturiert, immerhin
sollten sie aber moglichst falsifizierbar sein.

Aussagen zu 8) sind in erster Linie normativer Natur. In einer demokratischen Gesell-
schaft werden Erziehungsziele nicht von irgendeiner Autoritit gesetzt und kontrolliert,
sondem erwachsen aus komplexen und streitbaren ffentlichen und ergebnisoffenen
Diskursen, an denen sich alle Betroffenen beteiligen sollten, wobei die Fachdidaktik
mindestens die innere Koh#renz, die spezifischen Aspekte des Faches und die Erfull-
barkeit kritisch zu bewerten hat.

Dic gegenwirtigen Aktionen der Kultusbiirokratien zur Verschlankung oder gar der
sog. "Entriimpelung” der Lehrpldne konnen nicht einfach hingenommen werden, um
sich beflissen auf die "Umsetzung" der neuen Lehrpline zu beschriinken.

Aussagen zu b) sind wesentlich von deskriptiver Natur, es geht hier um die Didaktik
als empirische Wissenschaft. Jedoch unterscheidet sich unsere Empirie deutlich von der
Empirie in den Natur- oder Ingenieurswissenschaften (ganz abgesehen von der enormen
Schwierigkeit, Feldforschung zu betreiben, wo ja mehrere Instanzen einverstanden sein
missen). So ist schon die Wiederholbarkeit unter gleichen Bedingungen kaum zu ge-
wihrleisten, Jedenfalls scheinen mir derzeit einfithisame Beobachtungen von Schiilern,
Eltem, Lehrem, Mathematikern und sensibel gefithrte Gespriiche mit ihnen {iber ihr
Verhalten und ihre Einstellungen ergiebiger als die heute so gefeierten Leistungstests
(auch bei Verzicht auf die kindischen Rankingspielereien).

Es ist fast paradox; Obwohl in der Schule laufend beobachtet und gepriift wird, ist bis-
bfr die empirische Komponente der Didaktik weithin unterentwickelt. Ein Grund fiir
dieses Defizit ist m.E. der Mangel an Theorieorientierung, d.h. hier vor allem das Feh-
len gut formulierter Hypothesen yor dem Testen.

6
Popper, K.: Ausgangspunkte, Hoffmann und Campe 1979, S. 263 ff
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In puncto ¢) kann man kaum von Aussagen im {blichen Sinne sprechen, man itk
von priiskriptiven oder besser von konstruktiven Produkten. Auf Grund von Wissens.
bestnden Ober das Lemen und mit Blick auf die Ziele des Unterrichts werden Upe.
richtsszenarien entworfen, wobei historische und Anwendungsaspekte im weitesten
Sinn eine tragende Rolle spielen. Hier vorzugsweise ist die Kreativitit der Didakiiker
gefagt, und vieleicht ist e die typischste Seite der Didakiik, eben Didaktik als desi
science’.

Bevor ich im zweiten Teil versuche, die konstruktive Didaktik am Beispiel der Bruch-
rechnung (bitte nicht erschrecken) zu erliutern, schalte ich hier eine Art Zwischenbilan
{iber das Verhaltnis Mathematik - Mathematikdidaktik beziiglich der Lchmusbildng
ciﬂ.'
Fachmathematiker sind primdr an der Fortentwicklung und Umgestaltung des becin-
druckenden Theoriegebdudes Mathematik interessiert, betreiben also hoch spezialisin
Forschung. Von daher beziehen sie in erster Linie ihr Selbstverstindnis. Sie allein ent-
scheiden und verantworten, wie sie ihre Lehre fiir ihren Nachwuchs inhaltlich und di-
Wenn es allerdings um Lehrerausbildung geht, so muss ein Angebot an Mathematik
gesichert sein, das in Inhalt und Form die mathematischen Hintergriinde der wichtigsten
Themen mdglicher Schulmathematik wirklich erfahren lasst, und zwar in einer Weise,
dass der hochschulmathematische Hintergrund weder als Luxus noch als Grundlage zur
Steigerung des Selbstwertgefiihles angesehen wird, vielmehr als etwas, was den spite-
ren Schulunterricht wesentlich mitbestimmt. Vielleicht wire der Titel "Hohere Mathe-
‘matik vom elementaren Standpunkt” angemessen, das auch in Abgrenzung von diesbe-
‘Fachdidaktiker sind dagegen priméir an der Fortentwicklung der mathematischen Bil
dung - vor allem via Lemen in Schulen - interessiert. Das ist ihre Zusténdigkeit und iire
Verantwortung. Da es nie einen Konigsweg zur Mathematik geben wird , der die Ab-
schaffung der Mathematikdidaktik rechtfertigen konnte, so handelt es sich um eine blei-
bende Aufgabe. Mgen die Befunde und Empfehlungen der Fachdidaktik auch nicht
 den deduktiven Glanz mathematischer Theoreme aufweisen, so konnen sie doch im Er
folgsfalle dazu beitragen, dass Schillerinnen und Schiller vertiefter an mathematischer
- Kultur teilhaben kénnen. Und was gibt es Groferes, als zur Vermehrung von Kultr
‘ utragen! Dabei ist die Anwendbarkeit von Mathematik ein sehr wichtiger aber nicht
der cinzige Aspekt mathematischer Kultur, Es ist sogar cher zweifelhaf?, ob cine rigie

E. Chr.: Mathematikdidaktik als "design science”, in: JMD 13 (1992) Hef
sch st mir die "Enzyklopadie der Elementarmathematik”, herausgest-

Maruhn und W. Rinow unter der Redaktion von P. S. Alexar-
und A. J. Chintschin; VEB Deutscher Verlag der Wis-
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{Uberbetonung von Anwendungen im Mathematikunterricht dem Ziel des Modellbilden-

konnens & la longue dienlich ist.
"Wer die Mathematik mit Erfolg anwenden will, muss Phantasie besitzen und

tréiumen konnen",
Jisst RENYI Archimedes zu Konig Hieron sagen9. Mit Recht wird allerorts hervor geho-
ben, wie eminent wichtig fiir Individuen und die Gesellschaft ein hohes Mass an ma-
thematischer Allgemeinbildung ist. Von dieser Relevanz unserer Bemithungen bezichen
wir in erster Linie unser Selbstversténdnis.

Hier noch zwei Wilnsche an die Fachmathematiker:

1. Unterstiltzen Sie bitte die Einrichtung oder den Fortbestand der Fachdidaktik in Th-
rem Fachbereich, auch zur eigenen Entlastung. Uberall, wo Lehrer ausgebildet werden,
sollte es mindestens eine Professur fiir Fachdidaktik geben.

2. Werben Sie unter den besten Mathematikstudenten fiir das Lehramt. Der Beruf des
Lehrers ist einer der wichtigsten in der Gesellschaft - und auch einer, der noch in hohem
MaBe eigenes Gestalten ermdglicht.

Didaktische Phiinomenologie am Beispiel der Bruchrechnung

Angeregt vor allem durch Arbeiten von HANS FREUDENTHAL'?, einem der Erzviter un-
serer Didaktik, dessen Werk noch lange nicht gentigend Beachtung (einschlieBlich Kri-
tik) gefunden hat, versuche ich hier einen Einblick in ein Teilgebiet der konstruktiven
Mathematikdidaktik zu geben.

Die Bruchrechnung ist in mehrerer Hinsicht eine groBe didaktische Herausforderung:
erfolgsarm trotz hohem didaktischem Aufwand, bleibt Pflichtstoff auch im Zeitalter der
Taschenrechner, erscheint vielen zeitlebens als ein Buch mit sieben Siegeln trotz der
vielen Materialien, bunten Bilder und markigen Merksitze, wird weithin als lebensfern

und grottenlangweilig empfunden, wo sie doch gerade mit einem hohen Anwendungs-
potenzial begriindet werden kann.

Wie kaum ein anderer Schulstoff ist die Bruchrechnung mit allen fiinf Queligebieten der

Mathematik wesentlich verbunden, was auf ihre besondere curriculare Stellung hin-
weist:

:nkenyi, A.: Dialoge iber Mathematik, Birkhéuser 1967, S. 53
Fre'udenthal, H.: Didactical Phenomenology of Mathematical Structures, Reidel Pub-
lishing Company 1983, vgl. dazu auch

- Voll::ath: H.J.: Didaktische Phanomenologie als Grundlage fiir die Erforschung der
Eonstmmon mentaler Objekte - Gedanken zu Freudenthals Buch, in: JMD8 (1987) ,
;Jﬁ a:;:sczhu - 2:45 l;d - ob;ohl vor allem den Physikunterricht betreffend -

- ein, M.: Rettet die Phinomen i in:
MND, 30.(1977), B3, 8, 12 o e! (Der Vorrang des Unmittelbaren) in:
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Wesentlich fiir den Lemfortschritt utmm,duszm- j
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lich immer mit endlichen oder mit zu endlichen Brilchen abgebrochenen Nmm
chen.
Dazu noch eine Bemerkung: Das immer wieder von Schillern heif diskutierte Probley
"t 0,9 = 1 wirklich wahr?" kann als Verteilung einer Pizza an 9 Personen -
werden, wobei nur Zehntel, Hundertstel, . . . zur Verteilung kommen. Da wiren uest
lich viele Teilungen ndtig, um 1 restlos zu verteilen. Bei jeder Teilung bleibt ein Res.
stick, das s0  grof st wie die jeweils gerade verteilte Portion an jedc Person, dh, Jﬂh
Restist 1/10 des vorigen Restes. Am Ende erhilt jede Person 0, T Pizza, und9: 01,
1. Also alles klar? Nein, wir erreichen doch gar nicht ein Ende! Es bleibt uns eigentich
ur das Eingestiindnis, dass 0, 9 = ] eine Vereinbarung ist, allerdings eine wohl b
gmdbn'e: Wir kénnen in endlich vielen Schritten uns der 1 so nahe wie gewindi
bringen und die Altenative 0, 9 < 1 produziert nichts als Schwierigkeiten', Diess B
‘trachtung muss nicht fiir alle zwingend sein. Typisch ist die AuBerung eines Studentes
"[ch akzeptiere es dann so, aber ich verstehe es trotzdem nicht". (Ich danke Herm Ko
Jegen M. WINTER in Vechta fiir wertvolle briefliche Hinweise zu dieser Thematik), ME
kommt hier noch dazu, dass zwischen dem Maximum einer Zahlenfolge und i
Qbmm (= kleinste obere Schranke = Supremum) zu unterscheiden ist: Die duh
0,9 gegebene Zahlenfolge 0.9, 0,99, 0,999, . . . hat kein Maximum, aber ihre Oberges
ze ist 1. Wir haben etwas, was bestindig ohne Ende wichst, und dennoch begrenztist
&mammlnbesl’hlnomen, filr das es in der Lebenswelt keine Parallele gibt

Die Pizza-Arithmetik ist - zumindest in der Theorie - tiber das Gesagte hinausgehead
bmkmwutmhmﬁkhalng und bezichungsreich. Sie triigt sehr viel weiter 8
- man zunfchst glauben mag. So erging es mir auch. Einige generelle Andeutungen mis
Hm«m
: ﬁ o A

Aok en (Tortenbilder), die dann bald verlassen werden und vuw‘
0 __&dﬂ Weitere durch Rechnen nach Regeln erledigt wird. Hla‘daﬁl
rof l’mihut,mdnmkannaufﬁntdechmgsfahngchen

n, dann gibt es mehr Pizza pro Person, eine bessere Vertcilung
ns; bei Verkleinerung der Zahl der Pizzen bekommen Wir &
llung. Wird dagegen die Zahl der Personen vergrofBert (Od“”d'

und die Zahl der Pizzen beibehalten, dann gibt es eine verschikek
erteilung. Und wenn man gleichzeitig die Zahl der Pizzen wdde
= verlindert, etwa die eine vergroBert und die andere vcrklﬂwﬂw

W Auf jeden Fall konnen wir jetzt, auch wenn groBere i

'r‘.n

tics - A very short Introduction, Oxford University Press, 0
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(als Zahler und Nenner) auftreten, ohne zu rechnen und ohne direkte Anschauung Ur-
teile folgender Art aufschreiben: 44/101 < 9/20 oder 27/113 <28/ 114.

Speziellere Verdnderungen: Was geschieht bei Verdoppelung (Verdreifachung, ... ) der
Zahl der Pizzen, der Zahl der Personen, beider Zahlen? Dieselben Fragen mit Halbieren,
Dritteln, :.. der Pizza- und/oder Personenzahlen.

Wir gelangen so zu den Themen Bruchvergleich, Kiirzen und Erweitern von Briichen
und zum Ordnen von Briichen der GriBe nach.

Dass 15/20 = 18/24 ist, kann in einer Pizzeria erfahren werden: In beiden Fillen kon-
nen die Personengruppen an Tischen mit je 3 Pizzen und 4 Personen sitzen, die beiden
Verteilungen sind also gleich gut. Diese Sicht des Bruchvergleichs kann bei groferen
Zihlern und Nennern systematisert werden, indem die 4 beteiligten natiirlichen Zahlen
in Primfaktoren zerlegt werden.

Multiplizieren/Dividieren von Briichen erweisen sich als die fiir Briiche "natilrlichen”
J"typischen" Rechenoperationen, bei denen eine Verteilung von Pizzen an Personen ge-
miB einem Doppeloperator (als Skalar) in eine (nicht notwendig neue) Verteilung iiber-
fiihrt wird. 2/3 - 5/7 heifit dann

5 Pizzen pro 7 Personen — 2 - 5 Pizzen pro 7 Personen —> 2 - 5 Pizzen pro 3 - 7 Perso-
nen = 10 Pizzen pro 21 Personen.

Ahnlich gestaltet sich das Addieren/Subtrahieren, wenn Brilche als Verteilungen aufge-
fasst werden. 1/3 + 1/2 heifit dann: 1 Pizza pro 3 Personen + 1 Pizza pro 2 Personen =2
Pizzen pro 6 Personen + 3 Pizzen pro 6 Personen = 5 Pizzen pro 6 Personen. Beim
letzten entscheidenden = handelt es sich um dieselben 6 Personen.

Der Paarcharakter der Briiche riickt die Sprache der Verhiiltnisse (Proportionen) ins
Blickfeld, ein bisher bei uns striflich vernachlédssigter Aspekt der Bruchrechnung.

15/20 = 18/24 bedeutet dann: 15 Pizzen verhalten sich zu 20 Personen wie 18 Pizzen zu
24 Personen (externe Verhiltnisse) oder auch: 15 Pizzen verhalten sich zu 18 Pizzen
wie 20 Personen zu 24 Personen (intene Verhéltnisse). Die Pizzenzahl ist in beiden
Fillen 5/6 der Personenzahl, 5/6 ist der Proportionalititsfaktor der proportionalen (und
diophantischen) Funktion y = 5/6 x mit x = Personenzahl und y als Pizzenzahl.

Der Verhiltnisaspekt in der Bruchrechnung wird besonders in den Anwendungen
wichtig. Da gibt es eine Fiille von Phanomenen in Alltag, Naturwissenschaften, Tech-
nik, Humanwissenschaften und Kiinsten, fiir die die Pizza-Welt in gewisser Weise para-
digmatisch sein kann. Das Gemeinsame der vielen Varianten ist das Insverhilltissetzen
zweier GroBen, und der Wert des Verhaltnisses ist eine neu geschaffene, eine im techni-
schen Sinne spezifische GroBe, die durch Abstraktion von Absolutwerten der GroBen
gewonnen wird, Beispiele:

Kosten einer Ware; Grofe der Ware (Masse, Stilckzahl) = Kosten der Ware pro Waren-
einheit = (Einzel-)Preis.



an¢ hwm pro Zeiteinheit = Durchschnitts geschwis

en Biirgerlichen Rechnens bestehen aus Bruchs
1z der bessere Dreisatz. '

ig ist, etwa wenn 18 Pizzen an 18 oder
‘sind (ist). Numerisch gesehen, sind diese
ie 18/6 = 3/1 als natiirliche Zahlen anzu

en mrdas Rechnen mit Briichen muss
gene Definition bei den speziellen "g;

m Bswmnunmunmuchen,obdmdi
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Abb. 2

Ich glaube, manmussnochgenawbmsehen.Wirlubmem(nachobmmdmdﬂs)‘
unendliches Quadratgitter, mdemwirunsaufdieﬂbhcheWeisennﬁeTs oordir §
zurecht finden konnen: Jeder Gitterpunkt ist durch ein Paar natiirliche ’Zah!en(x.y).}
cineindeutig bestimmt, x = Rechtswert, y = Hochwert..

JetztkbnnenmrdenGmermmktenBrﬂchcmrdnm,deumkt(&b)-d&n?
der das Verhiiltnis b : & zweier Streckenléngen, eben seiner Ko
dlesesVethllmlsxstdxeStelgnngdesSmhls,damOA
punkt (a,b) verliuft. :

Wukbnnendenbla-SunhlalsgemchmBerod«dsm@
mVﬂkehrswesenwudJamhdleSmglmg_
hiltnis"vertikaler Hohenzuwachs : horizontal itenzuwachs” definiert
form(oﬁals%-Satz)mgegebm.Ememsandde' terpretation: Das Ve
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= b/a gibt den Schlankheitsgrad des Rechtecks mit der Diagonale (0,0) - - (0b)
auf der x-Achse steht und links an die y - Achse grenzt.

Die x-Achse hat natiirlich die Steigung 0, allen ihren Gitterpunkten kommt der Weng
des zugehdrigen Bruches (Verhaltnisses) zu. Den Gitterpunkten der y-Achse komnen yi
freilich (auBer 0) keinen Bruch zuordnen . Ein weiterer spezieller Strahl ist die g

nale Symmetrieachse, die durch alle Gitterpunkte mit Koordinaten y = x verlauft g
also das SteigungsmaB 1 hat. Sie spaltet die Briche #lin echte und unechte.

‘Eine erste wirklich wichtige Entdeckung: Der in O beginnende und durch einen Gite:
p\mh (a,b) # (0, 0) verlaufende Strahl inzidiert mit unendlich vielen weiteren Gt
punkten, die den Strahl in gleichlange Strecken zerlegen. Derjenige dieser Gitterpuke
der O am nachsten liegt, hat Koordinaten, die zueinander teilerfremd sind, so dass de
;Wmuchgeknm ist. Ist dies der Bruch v/u, dann sind alle anderen zum St
gehbrigen Briche von der Form vk/uk mit k aus N. Die Steigung eines Strahles ke
lbnlufmﬁch verschiedene Arten ausgedriickt werden. Damit haben Kiirzen ud
* Erweitem einen augenfiilligen geometrischen Sinn.

lellmlnben die Brilche selbst einen geometrischen Sinn: MaB fiir die Steilheité
nes Strahles durch O, Hochwert : Rechtswert = Steigung. Und die Ordnungsaussss
b/a<d/c besagt dann: Der b/a-Strahl hat geringere Steigung als der d/c-Strahl. Alk
Smh!gmmeﬂnlb des d/c-Strahles repréisentieren Brilche, die kleiner sind als di¢ Bi-

yﬂ!kﬂl&&nﬂ: mit diesem lotrechten-Strahl, der alle Zahlen aus n ranam,
ﬁdﬂ‘dﬂcﬁnﬁxmhdalahlensmke von O zu eben diesem Schnittpunkt. Alle B
&' dimensionalen Quadratgitters werden so auf den eindimensionalen (x=1r

i Alle echten Brﬁche finden dabc1 ihren Platz im ersten [ntem!ldﬁ

auffallen, dass jeder senkrechte Gitterstrahl Brilche mit gleichem Neast

0 jeweils eine Bruchfamilie, von unten nach oben schon der Grofess
nnend mit einem Stammbruch (von dem alle dariiber liegenden b
Sie erscheinen auch als Langen auf der Zahlengeradenmit=1

'm‘addlcmn, kann dann erklirt werden als die Ube:hsm"
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zurSummcnﬁmktionys=yl+yz=%x+ x—(—+ )x_m+k il

Gleichheitszeichen bedeutet die Erklirung der Addition zweier Smgungen mit demsel-
ben Rechtswert n und dem zusammengesetzten Hochwert m + k. Diese Sicht der Addi-
tion von Funktionen hilft auch die Addition zweier ungleichnamiger Briiche m/n , k/i zu
erkliren. Man braucht dazu Gitterpunkte gleichen Rechtswertes fiir beide Funktionen.
Das Produkt ni ist ein solcher Rechtswert, und dic Hochwerte der beiden Funktionen
sind dann m- und k-n. Damit haben wir den oben besprochenen Spezialfall der Addition
von Brilchen einer Familie sinnvoll verallgemeinert. In Abb. 2 ist die Addition 1/3 + 1/5
zu sehen. Wertetabellen kénnen das Versténdnis unterstiitzen, notwendig ist der Riick-
griffauf das Rechnenin N, zB.:91:7=70:7+21:7.

Multiplikation

Wir kénnen von der Addition gleichnamiger Briiche ausgehen. Da ist z.B. 1/3 + 1/3 +
1/3 + 1/3 = 4/3 = 4 - 1/3. Der Bruch 1/3 ist hier SteigungsmaB eines Strahls, dessen

Gleichung y = %x ist, und 4 ist eine reine Operatorzahl, die angibt, auf das Wievielfa-

che die gegebene Steigung 1/3 gebracht werden soll. Damit ist bereits der Fall natiirli-
che Zahl mal Bruch erklarbar: h- ™ = %™ Gehe von der x-Achse aus h Schritte der
n n

Lange m nach oben.

Wie aber kann der "umgekehrte” Fall geldst werden, némlich eine gegebene Steigung
durch i zu teilen, beispielsweise 1/ 3 : 4 ? Das geht so ohne weiteres nicht, wir milssen
ja wieder auf einen Gitterpunkt stoBen. Es ist ein Knackpunkt in der Bruchrechnung.
Wird aber beachtet, dass die Steigung eines Strahls um so geringer wird, je groBer bei
konstantem Hochwert der Rechtswert ist, dann ist der Weg vorbereitet: Ver-4-fache den
Rechtswert, also %: 4= ﬁ . Gehe von der y-Achse aus 4 Schritte der Linge 3 nach
rechts. [Notwendig ist auch hier wieder ein Riickgriff auf das Rechnen in N, z. B.
(72:6):3=72:(6-3)].

Der allgemeine "Fall" der Multiplikation ist dann eine Verkettung der beiden bespro-
chenen Fille: ﬂ_~ﬂ = h-faches vom i-ten Teil von -"1:- - ':—:' Geometrisch ist die Zu-

in s

ordnung Punkt (n, m) —> Punkt (i-n, h-m) der Ausdruck einer Eulerschen Affinitit mit
den Koordinatenachsen als Fixgeraden und O als Fixpunkt, so dass die Multiplikation
auch ohne Bezugnahme auf die Addition erklirt werden kann. Das Rechteck mit der
Diagonale (0, 0) - (n, m) hat als Bild gem#B dem Operator (i, h) das Rechteck (0,0) -
(i-n, h'm). Man kann hier die Deutung der Brilche als Schlankheitsgrad von stehenden
Rechtecken nutzen.

In Abb. 2 ist die Multiplikation 5/2 - 3/7 dargestellt.
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Zum Schluss noch zwei Beispiele aus der Fillle der weiteren moglichen Untersuchunge

(1) Man kann Gitterstrahlen parallel zur Symmetrieachse betrachten. Die damit repr
- i-ren Brilche bilden cine streng wachsende Folge mit dem Grenzwert 1, wenn d
erste Glied ein Stammbruch ist, bzw. eine streng fallende Folge mit dem Grenzwer |,
wenn das erste Glied eine natiirliche Zahl ist. Damit wird ganz B zerfasert und vielleich
kommt eine Ahnung davon auf, dass B abzihlbar ist. Den genannten Folgen entgpr.
chen differenzengleiche Zahlenpaare, und durch Ausweiten des Quadratgitters aufalled
% ten konnen Wir Zur Darstellung von Q gelangen.

(2) Man kann, obwohl die Bruchzahlen dicht liegen, noch Strahlen von O aus einfliges
auf denen kein weiterer Gitterpunkt liegt, die also keine Gitterstrahlen sind (gestriche
ter Strahl mit der Steigung J2 in Abb. 2). In einem priizisierbaren Sinn gibt s soge
echt mehr solcher Strahlen als Gitterstrahlen. Damit stoBen wir das Tor zu den imafi

mlmbhknmf,meieurweitmn neuen Welt.
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